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摘  要 

陶瓷基复合材料（Ceramic Matrix Composites，简称 CMCs）作为提高航空发动机性能的关

键材料，会在振动载荷下产生损伤。研究损伤对 CMCs 结构振动特性的影响可以帮助规避共振。

本文旨在建立基于损伤的动力学计算模型，实现 CMCs 结构稳态振动响应的快速预测。 

首先开展了平纹编织 CMCs 的本构拉伸试验和振动试验。拉伸试验获得的应力-应变曲线表

征了材料的非线性本构行为，并指导宏观本构计算模型的建立。正弦扫频试验获得的位移幅频

特性曲线表征了结构的非线性振动特性，并指导动力学理论计算模型的建立。 

编写了非线性动力学计算程序，可对 CMCs 悬臂梁的非线性稳态振动响应进行快速预测。

不考虑材料损伤的仿真结果用 ANSYS 软件进行了验证。进一步，在给定的振动载荷下获得了

CMCs 悬臂梁稳态位移响应、固有模态、割线刚度随损伤的变化规律。进一步，在谐响应分析

中得到了位移幅频特性曲线，提出了非线性频率区间。该区间各响应非线性明显，且区间范围

受损伤影响。进一步，将平纹编织和单向 CMCs 悬臂梁的仿真结果进行了对比。 

编写了适用于旋转件的非线性动力学计算程序，可实现 CMCs 叶片在离心力、振动载荷作

用下的稳态响应计算。首先考虑离心力作用，不考虑材料损伤的仿真结果用 Workbench 软件进

行了验证。得到的动频曲线体现了离心力对刚度的增强作用。进一步，考虑损伤影响，得到的

高转速下的动频曲线体现了材料软化对离心力作用的削弱。进一步，绘制 Campbell 图进行了气

动力作用下的共振分析。 

 

关键词：陶瓷基复合材料，损伤，振动，离心力，稳态响应，快速预测  
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ABSTRACT 

Ceramic Matrix Composites (CMCs), as key materials to improve the performance of 

aeroengines, can be damaged under vibration load. Studying the effect of damage on vibration 

characteristics of CMCs can help avoid resonance. The purpose of this paper is to establish a 

damage-based dynamic calculation model to achieve rapid prediction of steady-state vibration 

response of CMCs. 

First, constitutive tensile test and vibration test of plain weave CMCs were carried out. The 

stress-strain curve obtained from the tensile test characterized the nonlinear constitutive behavior of 

the materials and guided the establishment of the macroscopic constitutive calculation model. The 

displacement amplitude-frequency characteristic curves obtained from the sinusoidal sweep test 

characterized the nonlinear vibration characteristics of the structures and guided the establishment of 

the dynamic theoretical calculation model. 

A nonlinear dynamic calculation program was written to quickly predict the nonlinear 

steady-state vibration responses of CMCs cantilever beams. The simulation results without 

considering material damage were verified by ANSYS. Further, the steady-state displacement 

responses, natural mode and secant stiffness of the CMCs cantilever beams were obtained under  

given vibration load. Furthermore, the displacement amplitude-frequency characteristic curves were 

obtained in the harmonic response analysis, and the nonlinear frequency interval was defined. The 

responses in the interval were obviously nonlinear, and the interval range was affected by damage. 

Furthermore, the simulation results of plain weave and unidirectional CMCs cantilever beams were 

compared. 

A nonlinear dynamic calculation program suitable for rotating parts was written to realize the 

steady-state responses calculation of CMCs blades under centrifugal and vibration load. Firstly, 

considering effect of centrifugal force, the simulation results without considering material damage 

were verified by Workbench. The obtained dynamic frequency curves reflected the strengthening 

effect of centrifugal force on stiffness. Further, considering effect of damage, the obtained dynamic 

frequency curves at high speed reflected the weakening effect of material softening on centrifugal 

force. Furthermore, campbell diagram was drawn to analyze the resonance under aerodynamic force. 

 

Keywords: Ceramic Matrix Composites, damage, vibration, centrifugal force, steady-state response, 

rapid prediction 
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第一章 绪论 

1.1 选题背景 

未来航空发动机追求高推重比、低耗油率、高可靠性等目标，而提高涡轮前进口温度和降

低重量是达到这些目标的有效途径[1,2]。因此，高性能的航空发动机寻求质轻、耐温且可靠性高

的航空材料。普通高温合金所能承受的温度约为 1000~1100℃[3]，且必须有相应的冷却装置，

燃气温度受限的同时发动机总体质量增加。而陶瓷材料可在高达 1500℃的更高温环境下工作[4]，

自身还具有高熔点、高硬度、低密度等优点。但陶瓷由于固有的脆性及对缺陷敏感性，易造成

灾难性的脆性断裂，从而限制了其在工程结构中的应用。CMCs 以陶瓷为基体并添加连续的纤

维增强相，保留了基体的优良特性并提高了材料的断裂韧性。基体和增强相之间通过界面连接，

界面起着载荷传递、裂纹阻断等作用，是 CMCs 性能的关键影响因素。因此，CMCs 被认为是

提高航空发动机性能的关键材料之一。 

目前，CMCs 已在多种型号发动机上有了实际运用，主要集中在尾喷管、燃烧室、导向叶

片、转子叶片等热端静态和旋转部件上。CMCs 在航空领域的第一次实际运用是法国 M88-2 

Snecma 发动机的尾喷管调节片[5]。明显的减重效果及机动性能的提高让研究人员预见到了

CMCs 光明的应用前景。后来，F100、F110、F119 等多型号发动机将 CMCs 更广泛运用在喷管

调节片、密封片上[6]。燃烧室和喷嘴也已经使用 CMCs，避免了抗氧化涂层的使用且提高了燃

烧温度[7]。CMCs 导向叶片在 GE 与 RR 公司联合研制的 F136 发动机上得到应用，将燃气温度

提高到 1200℃[6]。转子叶片较静子叶片工况更为复杂，研发难度也更高。GE 公司首先突破了

这个技术瓶颈，运用预浸料-熔渗工艺研制出 CMC 低压涡轮转子叶片，并在 F414 发动机上试

车通过了耐热性和耐久性试验[8]。 

CMCs 在航空领域中的巨大应用前景吸引了国内外越来越多的学者参与到 CMCs 的研究和

研制中。研究内容集中在制备工艺、静态强度、疲劳极限等方面，但鲜有对陶瓷基复合材料振

动的研究。发动机工作时，CMCs 往往处于恶劣的工作条件下，除了长时间的高温、高压和腐

蚀性环境，还受到复杂振动应力的反复作用。振动载荷将给 CMCs 结构造成损伤，且 CMCs 的

损伤机制十分复杂。初始载荷作用下，由于基体的失效应变小于纤维的失效应变，脆性基体往

往在纤维之前产生裂纹。当基体的裂纹逐渐达到饱和，界面承受载荷并阻止裂纹向纤维的过快

传递。随着损伤的加剧，纤维成为承力主体，过度变形后最终断裂，导致 CMCs 结构的整体损

坏。区别于金属材料，损伤会引起 CMCs 的非线性本构行为，造成 CMCs 结构刚度和阻尼的变

化。因此 CMCs 结构的固有模态变成与损伤相关的非线性变量，变化的固有模态使得即使在非

理论共振频率处也可能产生共振以致造成意料之外的事故。我们都知道共振对结构具有毁灭性
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的作用，固有模态的预测可帮助规避共振。然而，适用于一般非线性系统的动力学计算方法往

往非常耗时。因此本文研究损伤对 CMCs 结构振动特性的影响，并旨在实现 CMCs 结构稳态振

动响应的快速预测。 

在此背景下，本文发展了一种考虑 CMCs 损伤的稳态振动响应计算方法。首先，基于振动

试验规律，以振动载荷作用下的 CMCs 结构为研究对象。进一步，考虑离心载荷的作用，以运

动状态下的 CMCs 结构为研究对象。最后，本文开发了一套 CMCs 动力学计算程序，载入 CMCs

结构的有限元模型，可实现静态和旋转态 CMCs 构件的稳态振动响应计算，计算速度快且规模

可观。 

1.2 陶瓷基复合材料非线性振动研究 

运用于航空航天飞行器上的 CMCs 一般工作在高温振动环境下，振动载荷对 CMCs 结构的

影响无法忽略。振动损伤会造成 CMCs 结构刚度降低、阻尼增大，振动系统的软化行为同样会

给振动响应带来特殊的现象。Danilo Capecchi[9]讨论了三种滞回本构模型：双线性、刚度退化和

刚度-强度退化模型。利用解析方法获得了它们在正弦载荷下的稳态响应，并绘制了幅频特性曲

线。结果表明双线性模型和 Ramberg-Osgood 模型的响应曲线是单值且稳定的，而刚度退化模

型和刚度-强度退化模型在一定频率范围内呈现多值曲线。胡海岩[10]也指出变刚度与迟滞行为对

振动影响显著，会造成幅频曲线的弯曲、跳跃产生的多值性等现象。Kalmar-Nagy[11]则针对双

线性滞回的振子，讨论了一种正弦激励下瞬态和稳态响应的精确计算方法。CMCs 作为一种刚

度退化材料，振动响应计算也转化为复杂的非线性振动问题，因此线性系统的振动研究方法不

再适用。 

1.2.1 模态分析 

模态分析作为动力学研究中的一种常用方法，计算出的各阶模态体现了机械结构的固有振

动特性。 

CMCs 结构的模态具有非线性特征，受到材料损伤的影响。Birman[12]基于 Han 和 Hahn 模

型，研究了含有基体裂纹的 CMCs 梁在自由振动和强迫振动下的响应计算方法，讨论了基体裂

纹对刚度和固有频率的影响。结果表明，基体开裂对刚度和固有频率的影响程度很大程度取决

于材料的损坏程度。随着裂纹的传播直至材料最终的破坏，刚度和固有频率的变化越来越明显。

K. Torabi[13]分析了含纵向裂纹复合材料梁的横向振动，模态结果可用于裂纹检测，但未涉及响

应计算。在理论计算中，有限元法得到了广泛运用。Maheri[14]运用基于层合板理论的有限元法，

预测了考虑阻尼的复合材料层合板的模态响应。采用瞬态法和共振法进行了试验验证，其中共

振法得到的结果和理论结果表现出更良好的一致性。Singha[15]利用剪切变形有限元法研究了复

合材料板在横向谐波压力或周期性面内载荷作用下的大幅弯曲振动特性。通过求解伽辽金法建
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立的非线性振动方程，得到具有不同边界条件的复合材料板的非线性模态。Zeki Kıral[16]建立了

基于损伤的复合材料梁有限元模型，结合 APDL 语言确定了其模态，结果表明阻尼比和固有频

率相比对损伤更为敏感。 

以上为模态分析的理论计算部分，除此之外还可通过试验进行模态测量。胡殿印[17]使用柔

性细棉线悬挂试件，通过锤击法预测模态，实验结果验证了理论模型的准确性。采用该约束方

式可以避免二次锤击引入的误差。漆文凯[18]采用逐点激励单点测试法测量了不同约束状态下复

合材料层合板的振动模态，考虑了开孔损伤的位置及大小的影响。结果发现，开孔损伤位置和

大小对复合材料层合板的振动特性有明显影响，而在不同边界条件下的影响规律不完全相同。 

1.2.2 响应计算 

区别于静力分析，动力分析中出现的惯性力和阻尼力使得求解方程由代数方程组变成常微

分方程组。求解该方程组，获得位移、应力、应变响应则是进行动力学计算的最终目标。从宏

观尺度上，D.H.Li[19]基于分层理论和八节点固体单元开发了 LW/SE 法，其中分层理论用于模拟

复合材料层压板的行为，八节点固体单元用于离散化芯。针对具有双层蜂窝芯的夹层板、具有

双层金字塔网格芯的夹层板，数值计算得到稳态响应。发现 LW/SE 法计算的稳态响应结果与有

限元三维模型计算结果很好地吻合，且 LW/SE 法非常适合求解局部响应问题（如冲击、点载荷

和点支撑）。Xiaolei Zhang[20]采用有限元法研究 CMCs 夹层板在高温环境下的振动特性，发现

这种 CMCs 夹层结构在热环境中保持了优异的性能。 

有限元动力学分析中，离散化的结构常有高自由度的特征，常微分方程组的一般求解算法

（如 Runge-Kutta 法）不再是经济性的选择。非线性系统的有限元动力学计算中最常使用的是

直接积分法，直接积分法是基于离散化的时间逐步进行数值计算，可确定每一时刻的响应。

Singha[15]在时域内使用 Newmark 隐式算法计算获得了复合材料板的稳态响应。Gao[21]推导出了

CMCs 梁非线性振动的控制方程，并分别采用显式、隐式算法计算出轴向周期载荷作用下 CMCs

杆的振动响应。同时提出的分布式计算方案大大减少了仿真计算时间，克服了直接积分法耗时

的缺点。但该方法只能模拟 CMCs 梁的轴向位移响应并且缺乏实验验证。进一步，Gao 将中心

差分法与有限元相结合[22]，计算了单向 CMCs 梁的非线性动力学响应。仿真结果和实验结果相

吻合，幅频特性曲线也可观察到非线性系统特有的跳跃现象。 

1.2.3 旋转件的动力学特性研究 

叶片是航空发动机的关键部位之一，将 CMCs 运用到转子部件上也是目前很多科研人员的

目标。叶片对发动机的安全性和可靠性起着至关重要的作用，很多情况下燃气涡轮发动机发生

重大事故是涡轮叶片断裂引起的[23]。这是由于涡轮叶片处于及其恶劣而复杂的工作环境中，除

了高温，还承受高机械应力（由离心力、振动载荷引起）和高热应力（由热梯度引起）。 
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据统计，约有 33%的叶片失效是由振动引起的[24]，失效的主要形式是振动疲劳损伤。Jianfu 

Hou[25]采用非线性有限元法研究涡轮叶片在工作状态下的动态特性，以确定疲劳产生的原因。

张庆民[26]也通过断口宏微观观察、金相分析、化学成分分析及硬度检测等手段确定了叶片断裂

的性质是振动疲劳。振动载荷的影响是毋庸置疑的，特别是在共振时位移会进一步被放大，超

出了叶片的疲劳强度就会导致裂纹的萌生和扩展。因此，叶片的动力学特性研究是叶片分析与

设计中的关键环节。 

对于旋转构件，离心力是不利载荷之一，离心力造成叶片刚度的增加，出现了加强效应。

T. R. Kane[27]在对附着于移动基座上悬臂梁动力学响应的研究中首次提出了动力刚化的概念。林

凯[23]和李春旺[28]的研究中考虑了温度场和离心力的影响，理论分析了叶片的振动特性，讨论了

正常转速下共振发生的原因。计算结果的真实性还受理论模型边界约束条件的影响。柳海龙为

了使计算结果符合实际情况，选取了三种不同的模型边界约束条件，分别是固定边界、弹性支

撑边界和接触边界。为了更精确地模拟叶片的谐响应特征，将试验模态分析和有限元相结合是

有效途径。王春健[29]和 Qiang Yang[24]的研究工作均基于以上思路，将模态测试得到的模态参数

作为基本参数，构建了适用于真实叶片设计的理论计算模型，从而为叶片的振动疲劳寿命预测

奠定了基础。针对复合材料叶片，Zhou liqun[30]用 Block Lanczos 有限元算法分析了复合铺层角

与固有频率的关系。结果表明，固有频率受叶片旋转时的应力强化作用影响较大，而通过调节

铺层角度可以设计叶片的固有频率。 

以上研究工作主要集中在离心力载荷作用下的振动特性研究。实际上，叶片常受到离心力

和气体力的耦合反复作用。Shiau[31]将作用在叶片上的气动力模拟为简谐激励，研究了旋转层合

叶片的动态特性，研究结果表明转速和旋转半径对弯曲模态影响很大。李春旺[28]则同样将气动

应力转化成附加刚度矩阵从而进行预应力模态分析，结果发现气动应力对叶片振动模态的影响

相对较小。基于气动力学知识，E. Poursaeidi[32]理论地推导了叶片长度方向的气动载荷分布，并

将其合力作为分布压力加载在翼型表面上。 

1.3 陶瓷基复合材料阻尼研究现状 

阻尼是结构动力性能的重要参数之一，其值影响着结构的振动响应。在振动过程中阻尼以

能量耗散的形式表现，振动能量被转化成其他形式的能量，如热能或者噪声。常见的阻尼模型

有：黏性阻尼、干摩擦阻尼和材料阻尼。黏性阻尼将能量耗散用振动体在流体介质中运动产生

的黏性阻力来模拟，此时阻尼力正比于振动结构的速度。对于干摩擦阻尼，阻尼力是恒值，由

两个表面相互摩擦产生。材料阻尼也称为滞后阻尼，源于应力-应变滞后产生的能量损耗。以上

的阻尼模型基于对耗能机理的假设，而机械能转换成的能量类型由引起能量耗散的实际物理机

制决定，复合材料的强非线性使得阻尼的研究比传统结构材料更困难。在小幅振动载荷下，对
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于未产生损伤的复合材料结构，可理想化地认为纤维和基体相的固有粘弹性是唯一的阻尼机理。

但随着损伤的产生，裂纹扩展、界面滑移及纤维断裂等行为均会造成新的阻尼机理。本文从试

验和理论两方面对复合材料阻尼的研究现状进行了综述。 

1.3.1 试验研究 

材料的动态机械性能包括内部阻尼和动态刚度，国内外学者开展了大量试验来表征 CMCs

的动态机械性能。Ronald F. Gibson[33]对复合材料阻尼分析中的试验方法进行了综述，在单个或

多个振动模式下的模态测试确定了复合材料的弹性模量和阻尼因子，来表征材料的固有特性。 

Can Wang[34]通过一个倒扭摆多功能内摩擦仪器测内摩擦，研究了复合材料阻尼对材料密度

和纤维体积分数的依赖性。阻尼通过内摩擦表示，只能定性地表示关系。研究结果表明 C/C 复

合材料的内部摩擦与密度成反比，而与纤维体积分数成正比。材料阻尼还可用复数模型表示，

实部模量表示储能行为，虚部模量表示耗能行为，而这两个模量的比值即为材料的损耗因子。

基于以上原理，很多学者采用动态机械分析仪（Dynamic Mechanical Analyzer，简称 DMA）来

获取阻尼参数，通过对试件施加振动变形可自动生成材料在不同温度、频率下的模量参数。Qing 

Zhang[35]运用 DMA 研究了界面厚度对 C/SiC 复合材料阻尼特性的影响，发现界面层越厚，材料

的阻尼峰值增大明显。进一步，有研究发现碳化硅涂层和热处理会降低材料的阻尼能力[36]。王

炜[37]同样使用 DMA 测量的相角差来表征阻尼性能，分别研究了预制体编织方式、SiC 涂层、

热处理、界面层厚度这四个影响因素对 CVI 工艺制造的 2D 和 3D C/SiC 复合材料阻尼性能的影

响，并提出可通过界面层厚度来调节阻尼大小。 

运用 DMA 仪器测量阻尼参数具有方便、快捷的优点，但通常受到材料弹性模量大小的限

制[33]。除此之外，还可通过拟合试件在自由振动或强迫振动下的响应曲线，获得阻尼参数。在

自由振动实验中，试件在初始位移或稳态激励下被释放，随之做自由衰减运动。基于粘性阻尼

的假设，利用衰减曲线可计算出对数衰减量，因此该法也称为对数衰减法。Chennamsetti[38]和

F. Duc[39]均采用该技术来预测复合材料梁的阻尼比。Bruce Shue[40]则运用基频下的自由衰减曲

线改进了理论计算公式，将恒定阻尼模型优化成与振动幅值相关的非线性模型。对数衰减法必

须确保衰减曲线中仅存在一种振动模式，因此也只能获得单阶的阻尼参数。 

强迫振动下的阻尼测试方法一般有两种。一种称为磁滞回线法，对试件施加固定频率下的

振动载荷，来获得应力-应变磁滞回线。而磁滞回线形成的环形面积，可用于损耗因子的计算。

Abramovich, H. [41]采用该法对复合材料层合板的阻尼特性进行了深入研究。结果表明，该法得

到的损耗因子与外激励频率成线性相关，而与预加载和应力幅值无关。V Alwan[42]则证明磁滞

回线法可用于评估任何转速下复合材料转子的阻尼性能。 

另一种强迫振动下的阻尼测试方法是基于变化的激励频率，获得了一系列激励频率下的响
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应。提取频率响应函数中的各峰值，并结合半功率带宽公式，可确定各模态下的损耗因子。激

励可以是脉冲、正弦波或是随机载荷。脉冲法是最简便快捷的，通过力锤就可以激发，因此在

试验研究中被广泛运用。激励信号通过力锤顶端的力传感器记录，响应信号通过位移传感器监

测，FFT 分析仪可将反馈的激励信号和响应信号计算出频率响应函数。S. Yang[43]运用该法研究

了氮化硅陶瓷和 CMCs 在高温下的动态力学性能。发现阻尼在 700℃之前相当稳定，超过该温

度值后大幅增长，材料在高温下表现出典型的粘弹性行为。R .H .Pant[44]运用高温脉冲频率响应

装置分别测量了复合材料及其组分材料基体、增强纤维的动态机械性能，并研究其对温度的依

赖性。Gibson[45]运用脉冲激励法进行了模态测试，不仅可以表征材料特性，还可以快速而准确

地进行质量监控。Jean-Marie Berthelot[46]针对复合材料层合板进行了脉冲试验，并将试验响应

与梁的解析响应进行了拟合分析。K. Torabi[13]则将试验集中在研究分层的轴向位置对层压复合

材料结构前三阶模态的影响，其结果可用于分层损伤检测。 

1.3.2 理论研究 

复合材料阻尼参数具有非线性的特征，受频率、温度、纤维方向等多因素影响，因此从理

论上建立阻尼模型非常有难度。R. Chandra[47]和 A. Treviso[48]对纤维增强复合材料的阻尼研究现

状进行了综述，主要从阻尼机制研究、阻尼大小预测及阻尼模型建立这三个方面展开。  

在普通金属材料中普遍使用的线性阻尼模型（如 Maxwell 模型、Kelvin-Voigt 模型和 Zener

模型）通过几个线性参数来表征阻尼，并不能揭示复合材料能量损耗的真正机理。因此，学者

们致力于建立复合材料的非线性阻尼模型，常从宏观和细观两个尺度来开展研究工作。细观尺

度的阻尼模型将纤维、基体、界面这些组分相假设成线性的粘弹性材料，并根据能量耗散特性

来推导材料总的阻尼系数。Hwang, S. J. [49]提出了一种微机械应变能/有限元法，研究了界面对

单向石墨/环氧基复合材料阻尼的影响，并验证了该法的通用性。结果发现，界面尺寸与阻尼的

关系受载荷作用方向的影响。将剪切滞后理论和细观力学方法相结合，汤彬[50]对单向陶瓷基复

合材料的阻尼计算方法进行了研究，分析了主要材料参数、纤维排列方式、加载频率对阻尼性

能的影响，但缺乏实验的验证。Birman[51]将线弹性振动理论与 CMCs 细观损伤力学模型结合，

分别针对单向 CMCs 和正交铺层 CMCs 建立了存在基体裂纹 CMCs 的阻尼估算方法。考虑了两

种阻尼机制：裂纹造成刚度降低引起的阻尼和纤维/基体界面沿损伤部分的摩擦引起的阻尼，揭

示了阻尼增大主要由损伤引起，但未深入分析由变刚度及迟滞引起的 CMCs 非线性振动现象。

Jia-Lin Tsai[52]则将细观力学中的单胞模型运用到阻尼模型的建立上，研究了不同的纤维排列方

式对复合材料阻尼性能的影响。 

宏观尺度上，考虑纤维角度、频率、应力等因素，计算单层或整个层合板的总体阻尼特性。

宏观分析中常采用有限元法、复弹性模量法和应变能法。有限元法是航空航天、机械工程、动
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力工程、材料工程等许多工程科学中的一种非常实用的数值分析工具，在复合材料阻尼的研究

中同样很受欢迎。Nicholas ZABARAS 于 1989 年提出了一个 Rayleigh 阻尼的近似方法[53]，将阻

尼机制引入有限元振动分析中，预测了各向异性复合材料层合板的瞬态响应。该方法可用于设

计具有最佳阻尼性能的层压板，但分析过程中未考虑材料非线性的影响。Kaliske[54]同样将阻尼

转化为质量和刚度的线性组合，建立了等效粘性阻尼模型。通过研究单向纤维增强聚合物复合

材料的阻尼特性，建立了一种分析预测均匀阻尼的方法。运用改进的 16 节点实体单元，T.H. 

Yun[55]对有限元中的阻尼矩阵和刚度矩阵进行对称化处理，获得较好计算结果的同时提高了计

算效率。K. Sepahvand[56]提出了一种随机有限元法，将不确定的阻尼参数作为随机变量，采用

广义多项式混沌展开并结合光谱随机有限元公式、模态叠加法来获得复合材料板的模态参数。

应变能法在宏观尺度上基于单层存储的应变能在层合板总应变能中的占比进行计算。Adams 和

Bacon[57]最早提出可将耗散能分解，并与主要的应力分量建立联系。进一步，Ni 和 Adams[58]考

虑了施加弯矩的情况，提出了正交各向异性梁阻尼特性随材料方向的预测方法。Jean-Marie 

Berthelot[59]针对单向复合材料、层压板、粘弹性层合板和夹层材料进行了阻尼综合分析，考虑

横向剪切效应建立了通用方程，并将计算结果与 Adams-Bacon 模型和 Ni-Adams 模型进行了对

比。基于应变能考虑，还可与有限元或其他方法结合进行更有效的分析计算。在此框架内，

Maheri[60]运用 Rayleigh-Ritz 法精准预测了各向异性层压板的模态阻尼。 

在极高频率的动态激励下，CMCs 易受高周疲劳的影响，因此增强 CMCs 阻尼是必然需求。

适当地提高材料自身阻尼，会增大内部能量损耗来达到抑制结构振动的目的。Munjal[61]的研究

表明可以通过增加特定涂层来增加阻尼。JB Min[62]则提出了一种新型工艺，将 Foster-Miller 预

陶瓷聚合物渗入和 PIP 工艺应用于制造发动机部件的动态试样，以颗粒填料和涂层的形式引入

高阻尼材料会显著增加阻尼。 

对于复合材料阻尼的试验研究主要通过测量相位角、自由振动衰减曲线、应力-应变磁滞回

线、频率响应曲线，来表征材料的阻尼性能。理论研究从宏、细观两个角度展开，基于细观力

学法、有限元法、应变能法计算获得了阻尼系数。阻尼规律的研究是材料优化设计的基础，也

影响了动力学响应计算的准确度。但是目前大多数的研究工作基于线性理论，并未深刻地剖析

阻尼的时变性。 

1.4 陶瓷基复合材料本构行为研究现状 

本构模型描述了材料的力学特征，是进行动力学分析计算的基础。陶瓷基复合材料是典型

的多相材料，增强材料是分散相，陶瓷基体为连续相。其本构模型具有明显的非线性特征，和

传统的金属材料相比变形有显著的过程性。 

陶瓷基复合材料的基本失效模式包括基体开裂、界面脱粘、纤维断裂，失效机理复杂多变。
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国内外针对 CMCs 的基本失效模式进行了大量的试验研究，通过分析材料失效过程研究基本的

失效机理[63-66]。Gopalaratnam 等人[67]对 CMCs 试件进行弯曲和拉伸试验，在失效模式研究的基

础上进一步探究了材料的增韧机制。Sevener[68]则运用扫描电子显微镜（Scanning Electron 

Microscopy ，简称 SEM）和数字图像相关（Digital Image Correlation，简称 DIC）法测量开裂

位移，并观察了 CMCs 在单轴拉伸载荷下基体裂纹的演变过程。 

基体裂纹产生的时间、开裂的程度及基体裂纹与界面和纤维的相互作用是 CMCs 理论建模

的关键之处。大多数理论研究工作基于最大应力理论、CMSE 准则、概率统计法等失效准则，

对基体裂纹产生的过程进行了模拟。赵龙等人[69]基于 Weibull 分布假设，使用蒙特卡罗法模拟

基体随机开裂过程，Curtin 数值方法模拟纤维失效过程，得到单向 CMCs 单轴拉伸本构曲线，

预测了其失效强度。Gowayed[70]将剪切滞后理论与有限元法相结合，评估了 CMCs 裂纹密度估

算的可行性。方光武等人[71]基于应变能准则预测了单向 CMCs 基体的损伤状态，建立的界面摩

擦模型可以研究任意载荷历程下的界面滑移规律。相较于剪滞模型，该模型无需预先假设界面

滑移区的位置和范围。Sheng Zhang[72]基于提出的新失效准则建立了一种基体开裂模型，并开展

了裂纹实时检测试验。同时对 CMSE 准则和概率统计法进行了验证，发现新失效准则预测的结

果与实验结果更吻合。Gao 为建立任意加卸载作用下的 CMCs 本构模型做出了很多努力，于 2013

年提出用代表体元来模拟不同损伤机制对应的微观结构[73]。CMSE 原理、最大剪应力准则、

Weibull 统计理论被分别用来模拟基体开裂、界面脱粘和纤维断裂行为。建立的模型可实现

CMCs 在拉伸载荷下的非线性本构曲线预测。进一步在 2015 年建立了纤维-基体界面滑移区的

分布模型，预测单向 CMCs 在任意载荷作用下的本构行为，分析了加载历程对应力-应变曲线的

影响[74]。 

在拉伸载荷作用下，CMCs 已表现出明显的软化现象，而 William 的研究成果表明 CMCs

的剪切响应也会受到材料损伤的影响[75]。在拉伸和剪切载荷作用下 CMCs 均出现非弹性应变损

伤，Jun Li 等人[76]考虑到损伤的耦合效应，通过引入损伤变量来描述材料性能的退化过程。最

终建立了拉伸和剪切载荷共同作用下，CMCs 连续损伤力学（Continuum Damage Mechanics ，

简称 CDM）模型。Yang 等人[77]于 2015 年在 CDM 的框架内，建立了新的强度模型。该模型包

括一种新型损伤耦合分析方法和破坏准则，成功预测了 CMCs 的耦合损伤行为。 

CMCs 已被研究并设计在高温氧化环境下工作，温度对 CMCs 性能的影响无法被忽视。有

研究发现 CMCs 在高温下表现出缺口敏感性[78]，在 1200℃的高温下出现了无弹性行为[79]。因

此，室温下的本构模型已无法用来预测高温下的行为。Yong Deng[80]建立了一种新的温度依赖

性的断裂强度模型，不仅考虑了纤维含量、纤维分布和基体强度的影响，还考虑了纤维的尺寸

效应和氧化作用。Gao [81]则通过拉格朗日插值来描述材料参数与温度的关系，将温度效应引入

连续损伤力学的理论框架中，并最终建立了 C/SiC 复合材料与温度相关的本构模型。该模型对
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有孔 CMCs 层合板的数值计算结果表明温度效应会降低孔附近的应力集中。 

在实际工况下，结构难以避免会受到冲击载荷，如起飞或着陆过程中碎片的撞击。冲击载

荷在很短的时间内作用并产生高的应变率。目前，金属材料已在广泛的应变率范围内进行了大

量的研究，但是复合材料领域内的相关研究资料却十分有限。应变率会影响材料的机械行为、

失效机理、本构曲线，因此研究 CMCs 对应变率的敏感性非常必要。目前开展的工作大多通过

实验的方式实现，最广泛使用的是分离式 Hopkinson 压力杆。王继存在应变率 550~2400s-1 的范

围内，获得了 2D Cf/SiC 复合材料的动态应力-应变曲线[82]。发现 2D Cf/SiC 具有明显的应变率

效应，抗压强度随应变率增大而增大，揭示了应变率敏感性来自 SiC 基体对高应变率的效应。

进一步地，Mingshuang [83]在更广的应变率范围内展开了研究，得到了相似的结论，并在此基础

上建立了一个新的本构模型。SHPB 这种加载方式存在应变率上限，T.Li[84]采用气枪冲击的方

式加载可实现更高应变率的研究。 

目前对 CMCs 本构行为的研究基于失效模式的研究，在力学分析的框架内建立了 CMCs 本

构计算的理论模型。但是由于 CMCs 的强非线性行为，其本构行为受载荷形式、环境、应变率

等各种因素影响，所以目前适用于任何载荷形式的 CMCs 本构模型还是缺乏的。 

1.5 本文主要研究工作 

本文研究损伤对陶瓷基复合材料结构振动响应的影响。旨在发展一种 CMCs 非线性振动计

算方法，在线性的振动求解方法——振型叠加法中考虑材料模量的变化，提高了 CMCs 结构非

线性稳态振动响应的计算效率。 

第一章 首先介绍了本文的选题背景，并从 CMCs 的非线性振动、阻尼、本构行为这三个

方面进行了国内外文献综述。 

第二章 针对平纹编织 CMCs，开展了本构和振动试验。其中，本构试验获得的单向拉伸应

力-应变曲线是第三章、第四章振动响应计算的基础。进一步，对 CMCs 梁进行正弦扫频试验，

获得了幅频特性曲线、模态数据，并研究了外激励幅值、损伤对振动响应的影响。 

第三章 以 CMCs 悬臂梁为研究对象，研究了基于损伤的非线性振动计算方法。首先，基

于有限元和动力学计算方法，建立了基于损伤的动力学计算有限元模型，开发了有限元计算程

序。其次，针对线性材料系统分别使用欧拉-伯努利梁模型、ANSYS 软件、自编程序进行了理

论计算，验证了本程序的可行性。最后，考虑材料损伤影响，分别给出了单向 CMCs 和平纹编

织 CMCs 悬臂梁的算例，可实现给定振动载荷的响应计算，也可实现谐响应分析，并讨论了阻

尼比的影响。 

第四章 以 CMCs 涡轮叶片为研究对象，研究了旋转态叶片的非线性振动计算方法。首先，

考虑材料非线性和几何非线性的影响，开发了适用于旋转件的有限元计算程序。其次，对离心
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力作用下的 CMCs 叶片进行了预应力模态分析，并对比了 Workbench 软件和自编程序的计算结

果。其次，考虑材料损伤影响，对比了线性材料和非线性材料的计算结果。最后，研究了气动

激振力对 CMCs 叶片固有振动特性的影响。 

第五章 总结了本文的研究内容，并给出了未来研究工作展望。 

 



南京航空航天大学硕士学位论文 

                                                                                          11 

第二章 平纹编织 CMCs 本构和振动试验研究 

2.1 引言 

本章节分别进行了平纹编织 CMCs 本构试验和振动试验，介绍了试验件的准备及试验流程，

并给出了试验结果及分析。进行本构试验的目的是获取理论模型计算所需的应力-应变曲线；进

行振动试验的目的是研究平纹编织 CMCs 构件在振动载荷下的行为特性，来指导动力学理论计

算模型。 

2.2 平纹编织 CMCs 本构试验 

2.2.1 试件准备 

针对平纹编织 CMCs 进行本构拉伸试验，该材料是由 SiC 纤维增强 SiC 基体的陶瓷基复合

材料，制备工艺是化学气相渗透（Chemical Vapor Infiltration，简称 CVI）。材料密度利用排水

法测得为 1604.8kg/m3。通过水切割，切出狗骨状试验件，如图 2.2 所示。在试验件两端粘贴加

强片，以防止实验过程中发生打滑。 

 

图 2. 1 平纹编织 CMCs 的狗骨状试件尺寸图 

 

图 2. 2 平纹编织 CMCs 的狗骨状试件实物图 

2.2.2 试验步骤 

采用 MTS 试验机进行单向拉伸试验。首先打开主控制软件并依次开启水循环系统和油源。

进一步装夹试件，通过移动上横梁来调节上下夹头的距离，缓慢而小幅地调节夹头位置，确保

试件对中后锁定横梁。进一步安装引伸计，引伸计被用来测量线变形。将其固定在试件的中部

位置，固定好后拔掉零位针。进一步将加载方式设置成力控制，并在试验控制软件中设置好载

荷路径。本次试验沿着如下加载路径：0MPa—50MPa—70MPa—95MPa—110MPa—120MPa—

130MPa—140MPa—150MPa—160MPa—170MPa—180MPa—190MPa—200MPa，逐渐加载直至

试件断裂。试验装置图如图 2.3 所示。 
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图 2. 3 平纹编织 CMCs 拉伸试验装置图 

2.2.3 试验结果及分析 

试验测得的应力-应变曲线如图 2.4 所示。 

0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030 0.0035 0.0040
0

15

30

45

60

75

90

105

120

135

150

165

180


x
/M

P
a

 

 

 Experimental curve


x
/(mm/mm)

 

图 2. 4 平纹编织 CMCs 的单向拉伸应力-应变曲线 

图中，横坐标 εx表示材料主方向的应变，纵坐标 σx表示材料主方向的应力。如上图所示，

平纹编织 CMCs 的单向拉伸曲线具有非线性。在较小载荷作用下材料该向的弹性参数保持为常

数，材料表现线弹性行为，此时材料的损伤可忽略。载荷进一步增大后，材料由线性系统转化

成模量退化系统，此为典型的非线性应力-应变段。此时材料的损伤较为明显，并对本构曲线直

接造成影响。当载荷大到一定程度，裂纹饱和，从而使得应力-应变曲线出现第二线性段。 

2.3 平纹编织 CMCs 振动试验 

2.3.1 试件准备 

采用水切割法获得平纹编织 CMCs 的梁试件，梁的尺寸为长 l=180mm、宽 b=10.15mm、高
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h=5.16mm，如图 2.5 所示。对梁的夹持端做适当加宽处理，使得夹持端在振动过程中受力均匀。

同样在梁与夹具接触的两表面粘贴加强片，此处选用铜制加强片。铜制加强片除了能防止打滑，

还可以很好地吸收振动过程中产生的大位移和噪声，并起到辅助散热的作用。 

 

图 2. 5 平纹编织 CMCs 的梁试件实物图 

2.3.2 试验步骤 

本文采用 DC600 振动台进行平纹编织 CMCs 梁的正弦扫频试验。试验开始之前，做如下准

备工作： 

（1）将试件装夹在振动台上，并在振动台安装压电式加速度计。本试验选用灵敏度为

3.03pC/m/s2 的加速度计，安装过程中保证加速度计和振动台的接触面平整干净； 

（2）安装激光位移传感器，调节位置，使测点落在悬臂梁的自由端部； 

（3）启动风机，调节功率放大器到最大； 

（4）打开 RC-3000 控制器； 

（5）打开电脑，连接控制器及激光位移传感器。并启动“RC-3000 振动控制系统”软件及

测量值读取软件。 

（6）软件中选择进行正弦扫频试验，并设置加速度的幅值、扫频区间、扫频方向和扫频速

率。 

试验装置图如图 2.6 所示。 

 

图 2. 6 平纹编织 CMCs 振动试验装置图 
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2.3.3 试验结果及分析 

首先，给定正弦加速度载荷幅值 a 为 0.5m/s2，在一阶固有频率附近的宽频范围内

（100Hz-300Hz）进行快速扫频，设置扫频速度为 1Hz/s。得到的位移幅频特性曲线如图 2.7 所

示： 
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图 2. 7 平纹编织 CMCs 悬臂梁在低载下的位移幅频特性曲线 

上图中，横坐标 f 表示正弦加速度载荷频率，纵坐标 u 表示激光位移传感器获取的悬臂梁

自由端位移。由图可知，f 为 256.44Hz 时悬臂梁自由端位移达到最大值，此时激发了第一阶固

有频率下的共振。由此可知，该 CMCs 悬臂梁的第一阶固有频率为 256.44Hz。由于此时载荷较

小，可代表材料的无损伤状态。在确定好结构的初始固有频率后，进一步减小扫频区间，减慢

扫频速度（设置扫频速率为 0.025Hz/s）以得到更为精确的结果。为研究损伤的影响，在同一加

速度幅值下设置进行 3 次正向扫频试验。加速度载荷幅值依次从 5 m/s2 递增到 90 m/s2，得到的

位移幅频特性曲线如图 2.8 所示。 
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（a）a=5m/s2                            （b）a=10m/s2 
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（c）a=20m/s2                           （d）a=30m/s2 
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（e）a=40m/s2                             （f）a=50m/s2 

230 231 232 233 234 235 236 237 238 239 240 241 242 243 244 245
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

u
/m

m

f /Hz

 First sweep

   Second sweep

   Third sweep

 

 

228 229 230 231 232 233 234 235 236 237 238 239 240 241 242
0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

2.25

2.50

2.75

3.00

u
/m

m

f /Hz

 First sweep

   Second sweep

   Third sweep

 
 

 

（g）a=60m/s2                            （h）a=70m/s2 
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（i）a=80m/s2                            （j）a=90m/s2 

图 2. 8 平纹编织 CMCs 悬臂梁的位移幅频特性曲线 

在同一载荷下的多次扫频会加剧材料的损伤，位移幅频特性曲线随扫频次数的变化即体现

了损伤的影响。损伤会造成刚度下降、固有频率降低，所以可以看到图 2.8 中的位移幅频特性

曲线在多次扫频时在逐渐往低频方向移动。进一步从幅频特性曲线中提取出第一阶模态参数（第

一阶固有频率 ω1 和第一阶阻尼比 ζ1），其中 ζ1 通过半功率带宽法计算得到。分别绘制 ω1、ζ1

与扫频次数及载荷大小的关系曲线，如图 2.9 所示。由图 2.9（a）可知，ω1 随着扫频次数的增

加而降低，且载荷越大 ω1 下降的程度越明显。在 a=5m/s2 时，第三次扫频测得的 ω1 值较初始

值下降 0.034%，ω1 几乎不发生变化，表明小载荷造成的材料损伤较小；在 a=90m/s2 时，第三

次扫频测得的 ω1 值较初始值下降 2.9%，此时扫频次数对固有频率的显著影响凸显了材料损伤

的作用。同时，ω1 与 a 成反比，越大的载荷产生越大的损伤，从而固有频率降低得更多。由图

2.9（b）中 ζ1 的非线性变化曲线可知，随着载荷的增大、扫频次数的增加，阻尼比总体也呈现

增大趋势，但是具有很强的非线性表现。 
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（a）ω1 随扫频次数、a 的变化曲线          （b）ζ1 随扫频次数、a 的变化曲线 

图 2. 9 平纹编织 CMCs 第一阶模态参数与扫频次数及载荷大小的关系曲线 
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刚度降低引起的结构软化现象会使得位移增大，但材料阻尼的增大又对位移的增大起抑制

作用，CMCs 悬臂梁的位移响应受这两种因素的耦合作用。所以共振时达到的位移峰值 umax与

扫频次数的关系是非线性且非单调变化的，如图 2.10 所示。 
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图 2. 10 共振时的位移峰值与扫频次数及载荷大小的关系曲线 

平纹编织 CMCs 悬臂梁振动响应的非线性不仅体现在幅频特性曲线的偏移现象，还体现在

幅频特性曲线的多峰现象。图 2.11 中给出了典型的多峰值位移幅频特性曲线，a=5m/s2 时位移

幅频特性曲线出现了三个位移峰值点，a=20m/s2 时位移幅频特性曲线出现了四个位移峰值点。

线性系统的幅频特性曲线是单峰且连续光滑的，位移幅频特性曲线的多峰现象是非线性系统的

特有现象。 

253.0 253.5 254.0 254.5 255.0 255.5 256.0 256.5 257.0
0.07

0.14

0.21

0.28

0.35

0.42

0.49

0.56

0.63

0.70

0.77

0.84

u
/m

m

 

 

f /Hz
249.0 249.5 250.0 250.5 251.0 251.5 252.0 252.5 253.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

f /Hz

u
/m

m

 

 

 

（a）a=5m/s2                            （b）a=20m/s2 

图 2. 11 典型的多峰值位移幅频特性曲线 

2.4 本章小结 

本节研究内容及结论包括以下两点： 
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（1）平纹编织 CMCs 的本构试验给出了材料的非线性应力-应变响应，所以在动力学计算

分析过程中需要考虑材料的非线性本构行为，若将材料模型简化为线弹性模型得到的计算结果

必然是不合理的。 

（2）平纹编织 CMCs 悬臂梁的振动试验结果给出了材料动力学响应的一些非线性现象，

包括幅频特性曲线的左移现象及多峰现象。试验过程中在各载荷下只进行了 3 次扫频，以避免

损伤过大造成结构的过快失效。而在工程实际中，振动的失效常以疲劳损伤的形式出现，了解

CMCs 在载荷长时作用下的力学行为具有必要性。 

因此本文基于非线性本构模型及振动试验规律，在接下来的章节中给出了理论计算模型，

以预测 CMCs 在长时振动载荷作用下的稳态动力学响应。 
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第三章 基于损伤的 CMCs 结构非线性稳态振动响应计算 

3.1 引言 

动力学问题的一类主要研究对象是动力载荷作用下的结构。本章节主要针对 CMCs 悬臂梁

结构，研究其在正弦振动载荷下的非线性响应计算方法。首先，基于有限元和动力学计算方法，

建立了基于损伤的动力学计算有限元模型。进一步，将 CMCs 梁模型代入该计算模型，给出单

向 CMCs 和平纹编织 CMCs 悬臂梁的两个算例。对于振动响应的预测，可以帮助我们了解 CMCs

在振动载荷下的表现及特性，从而帮助设计人员在结构设计过程中完美地规避共振。 

3.2 基于损伤的动力学计算有限元模型 

3.2.1 振动系统运动控制方程建立 

动力学问题中随时间变化的载荷及位移响应，产生了不可忽略的速度和加速度，这是动力

学问题和静力学问题的本质区别。有限元法对空间进行离散化，连续体由有限个单元组成。根

据参考文献[85]，每个单元内，单元位移和单元节点位移通过形函数矩阵建立联系，单元应变

与单元节点位移通过几何矩阵建立联系，即分别满足式（3.1）和式（3.2） 

    
e e

U N a                          （3.1） 

    
e e

B a                           （3.2） 

式中，[N]矩阵是单元的形函数矩阵，[B]矩阵是单元几何矩阵。将式（3.1）、（3.2）与动

力学平衡方程、几何方程、物理方程、边界条件、初始条件相结合，可以得到连续体有限元形

式的运动控制方程 

          M a C a K a Q                     （3.3） 

上式中，[M]矩阵是总体质量矩阵，[C]矩阵是总体阻尼矩阵，[K]矩阵是总体刚度矩阵，{Q}

向量是总体载荷向量。以上各矩阵均由各单元计算矩阵集合而成 

     
e

e T

V
M N N dV                       （3.4） 

     
e

e T

V
C N N dV                       （3.5） 

      
e

e T

V
K B D B dV                      （3.6） 

         
e

e

T Te

V S
Q N f dV N q ds



                  （3.7） 
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式（3.4）中的 ρ是材料密度。[M]矩阵采用和[K]矩阵一致的形函数推导而来，因此称为一

致质量矩阵。本文为节省计算存储空间并简化矩阵运算，将其进一步处理成对角线形式的集中

质量矩阵[Ml]，其中单元集中质量矩阵[
e

l
M ]采用如下公式计算 

 
       

 

   

0                                                 

e

e T

i ie ii V
l ij

c M c N N dV i j
M

i j

  
 
 


          （3.8） 

其中，系数 c 由质量守恒定律确定。 

式（3.5）中的[C]矩阵假设阻尼力与运动速度成正比，即理想的黏性阻尼模型，其中 μ 是

材料的黏性阻尼系数。为了使该矩阵能被解耦计算，采用 Rayleigh 阻尼模型进行简化，即 

     C M K                          （3.9） 

其中，α和 β是常系数。 

式（3.6）中的[D]矩阵是材料的弹性矩阵，与材料属性直接联系。 

式（3.7）中的{ f }和{q}分别是体积力和面力向量。本章节研究正弦体积力载荷作用下 CMCs

悬臂梁的结构响应，施加加速度载荷{ f }，单位体积中产生惯性力-ρ{ f }。由于不承受面载荷，

单元载荷向量可表示为 

     
e

Te

V
Q N f dV                      （3.10） 

将式（3.8）-式（3.10）代入式（3.3）中，最终得到振动系统的运动控制方程为 

             l
M a M K a K a Q                 （3.11） 

3.2.2 有限元计算程序 

对于有限元中常用的二十节点六面体单元，节点位置如图 3.1 所示，其中 ξηγ 为单元的局

部坐标系。 

 

图 3. 1 二十节点六面体单元及节点位置示意图 

该单元具有 60 个自由度，式（3.1）中的各形函数可表示为 
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  （3.12） 

形函数确定后，单元位移、单元坐标均可通过形函数用节点位移、节点坐标插值获得。 

式（3.2）与几何方程结合，得到几何矩阵的形式为[B]={[B1]  [B2]  …   [B20]}，其中 

   
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      （3.13） 

求解上式时，需建立局部坐标系和总体坐标系之间的关系，即 
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      （3.14） 

其中[J]是雅克比矩阵，雅克比矩阵及形函数对局部坐标的偏导均可计算得到，则代入上式

即可确定单元几何矩阵。通过雅克比矩阵同样可以将总体坐标系下的微元体积 dV 转换到局部

坐标系中，即 

dV dxdydz J d d d                       （3.15） 

其中，|J|是雅克比矩阵的行列式。将上式代入式（3.4）-（3.7）中，并结合高斯积分公式

即可确定有限元程序中的各计算矩阵。 

3.2.3 系统模态计算 

若忽略阻尼的影响，系统的自由振动方程可表示为 

       0l
M a K a                       （3.16） 

由振动理论相关知识可知，系统自由振动会作固有频率下的周期运动，即 
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   sina t                        （3.17） 

将式（3.17）代入式（3.16），可得到一个广义特征值问题，即 

       2
0K M                       （3.18） 

上式中的([K]-ω2[M])称为特征矩阵，令其行列式为零是获得系统模态精确解的充要条件。

然而对于大自由度问题，特征矩阵的展开以及 n 次代数方程的求解会变得非常困难。同时有限

元计算出的低阶特征值准确度较高阶特征值高，且高阶特征值对系统的响应影响很小。因此，

通常求解出低阶频率就可以较准确地预测系统的实际响应，求解出所有模态耗时且没有必要。 

目前已发展了诸多数值计算方法，能够从大型矩阵特征值问题中有效提取部分模态。邓克

莱法和瑞利法仅能估算系统的基频，且计算误差较大。应用广泛的有矩阵反迭代法和子空间迭

代法。矩阵反迭代法可快速得到较少数目的特征解，子空间迭代法在反迭代的基础上用多个向

量同时进行迭代，可获得更多的特征解。然而，矩阵反迭代法和子空间迭代法在初始向量矩阵

的选择中，不可避免地会包含载荷激励不了的振型或者漏掉载荷能够激发的振型，这会给求解

带来极大误差。后来发展的里兹向量直接叠加法和 Lanczos 向量直接叠加法得到了更广泛的运

用。里兹向量根据载荷的空间分布模式生成，在某种程度上克服了矩阵反迭代法和子空间迭代

法的缺点，同时避免了迭代步骤，获得了更高的计算效率。 

本文采用 C++语言编程，结合 Eigen 的 EigenSolver 模块可实现结构模态的准确预测。本文

选用 Eigen 库主要是考虑其四大突出优点：1）Eigen 是一个高层次的矩阵运算库，在 Microsoft 

Visual Studio 平台调用 Eigen 只需将其包含在头文件中，跨平台交互友好且轻便。2）有限元计

算中很多矩阵都包含大量的零元素，零元素的存储对运算无益且浪费计算机存储空间。Eigen

既包括稠密矩阵库又包括稀疏矩阵库，这两类矩阵之间可进行运算及相互转化。因此，用户可

合理地自定义矩阵类型。3）Eigen 包括线性代数、矩阵及向量运算、数值分析等模块，可优化

自编程序算法。4）Eigen 可以采用 Intel MKL 数学函数库对矩阵运算、循环结构进行多线程加

速，提高了计算效率。 

3.2.4 系统动力学响应计算 

系统的动力学方程如式（3.11）所示，其为典型的二阶常微分方程组，在有限元中常采用

直接积分法和振型叠加法进行求解。直接积分法将时间求解域离散化，通过递推方程由上一时

间步的响应依次计算得到下一时间步的瞬态响应。典型的直接积分法包括显式的中心差分法和

隐式的 Newmark 法。中心差分法是条件稳定算法，需合理划分网格、选择计算时间步长，来同

时保证解的合理性和计算的效率。Newmark 法虽然时间步长不受稳定性的限制，却无法避免对

大型矩阵的求逆运算。振型叠加法基于模态分析结果，将位移向量从以节点位移为基向量的空
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间转换到以固有振型为基向量的空间，使得二阶常微分方程组成功解耦成独立的单自由度控制

方程。同时对各个方程可采取不同的时间步，从而获得了比直接积分法高的计算效率。 

振型叠加法首先将 3.2.3 节中计算的固有振型正则化，即使得 

    
 

 

1   

0   

T

i j

i j
M

i j
 

 
 



                   （3.19） 

同时满足 
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      （3.21） 

其中，ωi、{ i
 }、ζi 分别是第 i 阶的固有频率、固有振型向量、振型阻尼比。 

若已知两阶的模态参数 ωi、ζi 和 ωj、ζj，可通过下式求得常数 α、β 
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                   （3.22） 

常数 α和 β 的确定，使得各阶固有频率对应的阻尼比同步确定。以固有振型矩阵引入坐标

变换 

    a x                           （3.23） 

其中，[Φ]是由各阶振型向量组成的矩阵，{x}是各阶广义位移值组成的向量，即 

       1 2
      

n
      …                    （3.24） 

   1 2
      

T

n
x x x x …                      （3.25） 

将式（3.23）代入式（3.11）中，并在两端左乘[Φ]T，结合式（3.19）-式（3.21），可得模

态坐标下的运动方程 

 2
2     1,2, ,

T

i i i i i i i
x x x Q i n                     （3.26） 

若对结构施加正弦加速度载荷，载荷幅值为 a，频率为 f。结合式（3.10）可将式（3.26）

进一步写成 

 2
2 cos     1,2, ,

i i i i i i i
x x x Q ft i n                   （3.27） 
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则解耦后的各个单自由度系统都是在正弦激励下的受迫振动，其解常分为瞬态解和稳态解，

瞬态解对应于齐次方程的解，会随着振动最终趋于无穷小。本文关注系统的稳态解，即在激励

载荷下最终趋于的稳定响应值。根据参考文献[86]，系统在正弦载荷激励下最终做和外激励同

频的振动，稳态解具有如下形式： 

     cos     1,2, ,
i i i

x t X ft i n                  （3.28） 

其中，各阶振幅 Xi 和相位角 θi 为： 
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           （3.29） 

上式中，频率比 ri 是外激励频率和固有频率之比，即 ri= f / ωi。将各阶解代入式（3.23）中

即可得系统的总响应。 

以上是振型叠加法的求解步骤，是线性系统的重要求解方法。而 CMCs 是典型的非线性系

统，其在振动过程中会不断产生损伤，损伤会造成材料刚度的非线性变化。即 

    K K t                          （3.30） 

变化的刚度使得系统模态解也是时间的函数。因此，非线性系统常要求使用直接积分法，

振型叠加法无法适用。本文将 CMCs 的非线性动力学过程简化成无数小段的线性过程。每一个

线性段中，材料属性被看成与时间无关的常量，由材料当前损伤情况决定。因此，线性的振型

叠加法适用在每个计算步中。根据式（3.6）我们知道材料的刚度主要由弹性矩阵[D]决定。弹

性矩阵反映着材料的属性，CMCs 的非线性本构也导致[D]矩阵是与时间相关的变量矩阵。通过

本构曲线可以确定当前损伤状况下的割线刚度，即 

     /
x x x

E t t t                        （3.31） 

本文将当前计算出的割线刚度更新弹性矩阵，更新后的[D]矩阵作为下一迭代步的初始条

件，同步更新刚度矩阵[K]和阻尼矩阵[C]，并利用振型叠加法不断计算出当前损伤情况下的位

移响应。应力、应变响应可分别根据物理方程和几何方程计算得到，其中 x 方向的应力分量由

本构曲线真实确定。根据损伤不可逆原则，下一个迭代步只会产生新损失，而不会使得原来的

损伤消失。因此整个计算过程中，损伤是不断增加的非线性量。据此，本文规定若计算出的割

线刚度小于该计算步的初始割线刚度值，表示损伤递增，则采用计算出来的新割线刚度值作为

下一步的初始值；反之，则采用历史最小割线刚度作为下一步的初始值。当循环结束，应力值

σx(t)趋于稳定值，则迭代求解的 Ex(t)也应趋于定值。本程序认为当前计算出的 Ex(t)值较上一迭

代步计算出的 Ex(t)值，相对误差小于 10-6 时求解稳定，计算完成。由于每个单元根据各自不同
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的损伤程度进行了实时刚度折减，所以整个计算过程是非线性的。整个非线性振动计算的流程

图如图 3.2 所示。 

开始

基于损伤建立刚
度和阻尼模型

基于有限元原理和
模态叠加法求解位

移、应变响应

应力分析

损伤饱和？

结束

更新割线刚度

是

否

 

图 3. 2 非线性振动计算流程图 

3.3 单向 CMCs 悬臂梁算例 

3.3.1 单向 CMCs 本构计算模型 

本小节研究单向 CMCs 悬臂梁的非线性振动，将整块梁均匀化，不考虑细观参数的影响，

只在宏观尺度上考虑材料的非线性本构关系。采用文献[22]中的本构模型，材料为 CVI 工艺制

造的 C 纤维增强 SiC 基体的单向 CMCs，具体的弹性参数如表 3.1 所示。 

表 3. 1 单向 CMCs 的弹性参数 

Ex/GPa Ey/GPa Ez/GPa Gxy/GPa Gxz/GPa Gyz/GPa υxy υxz υyz 

138.1 63.2 63.2 20.6 20.6 24.6 0.27 0.27 0.25 

上表中，E 表示材料的弹性模量，G 表示材料的剪切弹性模量，υ表示材料的泊松比；下

标 x、y、z 表示三个方向，xy、xz、yz 表示三个平面。这些参数均代表着材料的无损伤状态。 
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图 3. 3 单向 CMCs 单向拉伸试验曲线与拟合曲线对比 

从图 3.3 可知，单向 CMCs 的拉伸曲线同样呈现典型的三段式：1）在初始加载段，应变较

小，材料表现线弹性行为，此为第一线性段。此时的材料未出现明显的损伤，材料的整体性能

完好。2）随着载荷的增大，材料的应力-应变曲线出现非线性段，损伤对材料性能产生影响。3）

载荷进一步增大，因损伤饱和曲线出现第二线性段。为实现 CMCs 振动响应的快速预测，本文

对图 3.3 中的试验曲线进行拟合，以建立本构计算模型。运用 Origin 进行拟合时，线性段采用

线性拟合方式，非线性段采用三次多项式拟合方式，就可以得到理想的结果。图 3.3 中的拟合

的曲线能较好地贴近试验曲线。拟合后，本构曲线可参数化表示为 
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52664.778 26.194  0.000831

x x

x x x x x

x x

 

    

 

  


         


  

 （3.32） 

上式中的 εx、σx 和图 3.3 的参数具有相同的含义和单位。本文只考虑单向拉伸的材料非线

性，其他方向的参数保持线性。同时假设材料压缩时表现线性，且与拉伸时的第一线性段有相

同的弹性模量。 

3.3.2 单向 CMCs 悬臂梁模态的线性计算 

3.3.2.1 欧拉-伯努利梁模型 

单向 CMCs 悬臂梁设计成等截面长方体梁，长 l、宽 b、高 h 分别是 160mm、15mm、4.28mm。

材料密度通过排水法测得为 1771kg/m3。该梁长细比大于 10，满足欧拉-伯努利梁关于几何尺寸

的假设，因此我们可以利用欧拉-伯努利梁理论模型来进行理论的近似估算。已知欧拉-伯努利

梁的弯曲固有频率理论计算公式为 
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                  （3.33） 

上式中，ωr是各阶弯曲固有频率，λrl 是常系数。A 和 I 分别是等截面梁的横截面积和惯性

矩，计算公式为 A=bh，I=bh3/12。对于前三阶，λrl 等于 1.8751、4.6941、7.8548。代入本模型，

可以得到前三阶弯曲固有频率为 238.49Hz、1494.60Hz、4184.96Hz。 

3.3.2.2 ANSYS 软件 

进一步，运用商用有限元软件 ANSYS 进行线性仿真。材料属性采用的是无损伤状态时的

初始弹性系数。分别采用 Solid185 单元和 Solid186 单元进行网格划分，其中 Solid185 单元是八

节点六面体单元，Solid186 单元是二十节点六面体单元。通过不同网格密度的划分，来对这两

个单元的计算精度进行了评估。模态分析计算采用 Block Lanczos 法，计算结果如表 3.2 所示。 

表 3. 2 两种单元类型的计算精度评估表 

单元数 
Solid185 单元 Solid186 单元 

节点数 
1

 /Hz 节点数 
1

 /Hz 

20 66 411.34 203 238.86 

40 99 411.28 321 238.87 

80 165 411.22 557 238.82 

120 240 321.56 817 238.74 

160 315 283.50 1077 238.70 

200 390 264.02 1337 238.68 

360 651 252.76 2273 238.66 

1600 2295 245.67 8421 238.60 

由上表可知，Solid 185 单元在单元数较低的时候，计算结果会偏大，随着单元数的增加，

结果逐渐降低并趋于稳定值。因此，需要将梁划分成更多的单元才能得到准确的仿真值。而

Solid186 单元在较低的单元数时就可以获得较为理想的结果。虽然单个的 Solid186 单元拥有更

多的自由度，但所需单元数较少，所以整体结构的总自由度反而更低。综上所述，为保证计算

结果精度的同时提高计算效率，本节的有限元计算模型选用 Solid186 单元。划分网格后的单向

CMCs 悬臂梁如图 3.4 所示，该模型的单元总数为 20，总自由度为 203。 

 

图 3. 4 划分好网格的单向 CMCs 悬臂梁 
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3.3.2.3 自编有限元程序 

基于有限元原理及非线性动力学计算模型（如 3.2 节所述），本文编写了 C++计算程序。

为验证自编有限元计算程序的正确性，针对图 3.4 的悬臂梁结构同样进行了模态计算，并与

ANSYS 的计算结果进行了对比。其中，前三阶的模态结果如表 3.3 和表 3.4 所示。 

表 3. 3 单向 CMCs 悬臂梁无损伤状态下的固有频率 

固有频率 ANSYS 软件 自编有限元计算程序 相对误差 

ω1/Hz 238.86 238.22 0.27% 

ω2/Hz 827.07 823.17 0.47% 

ω3/Hz 1486.3 1468.95 1.17% 

表 3. 4 单向 CMCs 悬臂梁无损伤状态下的固有振型 

固有振型 ANSYS 软件 自编有限元计算程序 

第 1 阶振型 
 

 

第 2 阶振型 

 
 

第 3 阶振型 
 

 

由表 3.3 可知，自编有限元计算程序和 ANSYS 软件计算出的固有频率误差较小，在 5%以

内。且表 3.4 中的固有振型曲线也一一对应。因此，验证了运用自编有限元程序进行模态计算

的可行性。 

3.3.3 单向 CMCs 悬臂梁的非线性振动计算 

3.3.2 节未考虑材料损伤的影响，本节进一步采用自编有限元程序实现单向 CMCs 悬臂梁的

非线性振动计算。首先读取图 3.4 中梁模型的单元、节点、载荷、约束信息，并按 3.2 节中的各

公式形成基本计算矩阵。可将单向 CMCs 视为横观各向同性材料，其柔度矩阵为 
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              （3.34） 

上式中的各参数的意义和数值由表 3.1 给出。对柔度矩阵求逆可以得到弹性矩阵，即 

[D]=[S]-1。弹性矩阵的计算方式确定后，就可根据图 3.2 所示流程进行仿真计算。单向 CMCs

的迭代示意图如图 3.5 所示，图中给出的迭代方向代表损伤加剧的方向，而计算出的割线刚度

也逐渐降低。 
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图 3. 5 单向 CMCs 的迭代示意图 

3.3.3.1 给定振动载荷下的计算 

位移幅频特性曲线是表征受迫振动系统特性的重要形式，其描述的是稳态振动幅值随外激

励频率的变化规律。在共振频率处，位移幅频特性曲线达到峰值；越远离共振频率，稳态振动

幅值越小。对于线性系统，刚度不会在振动过程中发生变化，则位移幅频特性曲线具有唯一性。

而非线性系统的位移幅频特性曲线必然是动态变化的。CMCs 刚度降低会直接引起固有频率的

降低，从而使得幅频特性曲线向低频率方向迁移。与平纹编织 CMCs 相同，单向 CMCs 悬臂梁
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的振动试验结果中同样可以看到位移幅频特性曲线在多次扫频时的左移现象[22]。 
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(a)a=40m/s2                              (b) a=50m/s2 
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(c)a=60m/s2                         (d) a=70m/s2 

图 3. 6 单向 CMCs 悬臂梁在各载荷下的位移幅频特性曲线 

从图 3.6 提取了单向 CMCs 悬臂梁的模态参数，绘制随扫频次数、载荷大小的变化曲线如

图 3.7 所示。可以看到固有频率随着损伤加剧而递减，阻尼比随着损伤的加剧有着增加的趋势。 
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（a）ω1 随扫频次数的变化曲线            （b）ζ1 随扫频次数的变化曲线 

图 3. 7 单向 CMCs 模态参数与扫频次数、载荷大小的关系曲线 

因此，对于给定的振动载荷，本文通过刚度的不断折减得到最终的稳态响应值。为了进一

步说明本文的思想，图 3.8 中给出了三种不同损伤状态下的位移幅频特性曲线示意图，曲线 1
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到曲线 3 损伤程度逐渐加剧。由图可知，在较小频率的振动载荷作用下，稳态位移幅值会随着

幅频特性曲线的迁移而逐渐增大；在较大频率的振动载荷作用下，稳态位移幅值会随着幅频特

性曲线的迁移而逐渐减小；而对于中间频率区间的载荷，稳态位移幅值则是非单调变化的。 

f

 Curve 1

 Curve 2

 Curve 3

u

 

图 3. 8 不同损伤状态下的位移幅频特性曲线示意图 

以下，分别给出了三个区间的典型算例。 

（1）低频区间： 

图 3.9 给出了低频区间外激励作用下，单向 CMCs 悬臂梁的端部位移响应曲线。图中横坐

标是迭代次数，纵坐标是悬臂梁自由端 z 向的位移值。图 3.9（a）-3.9（d）分别给出了外激励

幅值为 40m/s2、50m/s2、60m/s2、70m/s2 的一些典型算例。由图可知，在该区间内，位移响应均

会随着迭代次数的增加而逐渐增加，即位移响应会随着损伤的加剧而增加。这是因为该区间内

激振力的频率本低于悬臂梁结构的初始固有频率，但是固有频率的降低使得激振频率与固有频

率越来越接近，从而造成了位移的增大甚至会产生新的共振点。 
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(c)a=60m/s2                              (d) a=70m/s2 

图 3. 9 低频区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的端部位移变化曲线 

在迭代的过程中，沿着梁长度方向的每个单元受损程度不一，割线刚度产生不同程度的衰

减。图 3.10 给出了悬臂梁固支端一单元的割线刚度在迭代过程中的变化曲线。由图可知，在初

始无损伤状态下，割线刚度均为定值 138.1GPa，在载荷作用下有了不同程度的降低。且在同一

外激励幅值下，外激励频率越接近固有频率，割线刚度衰减得更剧烈。 
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  (c)a=60m/s2                               (d) a=70m/s2 

图 3. 10 低频区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的割线刚度变化曲线 

除了位移响应，模态响应也是动力学计算的重要结果。图 3.11 给出了该频率区间内的各激
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励载荷作用下，第一阶固有频率在迭代过程中的变化曲线。由图可知，在初始无损伤状态下，

CMCs 悬臂梁的第一阶固有频率均为 238.22Hz，在给定载荷作用下随着损伤的产生有了不同程

度的降低。且在同一外激励幅值下，外激励频率越接近固有频率，固有频率衰减得更剧烈。 
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(c)a=60m/s2                               (d) a=70m/s2 

图 3. 11 低频区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的固有频率变化曲线 

固有振型代表着各阶固有频率下结构的振动形态，而悬臂梁的第一阶固有振型表现为沿着

梁的长度方向位移逐步增大，固支端位移为 0，自由端位移达到最大。图 3.12 给出了该频率区

间内各激励载荷下，第一阶固有振型在迭代过程中的变化曲线。以图 3.12（a）为例，加速度载

荷 a=40m/s2，f=231.25rad/s 作用下，结构稳态响应值在损伤作用下达到稳定值共进行了 15 次迭

代，第一阶固有振型曲线形状保持一致，因此可以认为损伤对固有振型的影响很小。 
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      (a)a=40m/s2，f=231.25Hz               (b)a=50m/s2，f=229.66 Hz 
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      (c)a=60m/s2，f=227.11Hz               (d)a=70m/s2，f=226.16 Hz 

图 3. 12 低频区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的固有振型变化曲线 

（2）中间频率区间： 

外激励的频率大小位于中间频率区间时，各响应值不再单调变化。图 3.13 是单向 CMCs

悬臂梁的端部位移响应曲线。由图可知，该区间内的位移响应在迭代过程中呈现先增加后减小

的变化趋势，与图 3.8 中给出的示意图一致。这是因为该区间内的激振力频率位于悬臂梁结构

的固有频率附近，初始位移较大，产生较大损伤，刚度降低明显。一旦降低后的固有频率与激

励频率一致就产生新的位移响应峰值；随着固有频率的进一步降低，逐渐偏离激励频率从而造

成位移响应的衰减。综上，位移响应曲线表现出强非线性特性。 
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(c)a=60m/s2                              (d) a=70m/s2 

图 3. 13 中间频率区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的端部位移变化曲线 
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虽然位移响应呈现非单调变化，但是刚度随损伤程度单调变化，所以割线刚度在迭代过程

中不断降低。图 3.14 给出了该频率区间内的各激励载荷下，割线刚度在迭代过程中的变化曲线。

由图可知，在载荷作用下割线刚度由初始值发生了不同程度的衰减。 
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(c)a=60m/s2                              (d)a=70m/s2 

图 3. 14 中间频率区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的割线刚度变化曲线 

对于固有频率而言，由于结构的质量不变，其值只与刚度变化有关。图 3.15 给出了该频率

区间内的各激励载荷下，ω1 在迭代过程中的变化曲线。由图可知，在给定载荷作用下 ω1 随着

迭代次数逐渐降低，与割线刚度的变化趋势一致。 
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(c)a=60m/s2                               (d)a=70m/s2 

图 3. 15 中间频率区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的固有频率变化曲线 

图 3.16 给出了该频率区间内各激励载荷下，第一阶固有振型在迭代过程中的变化曲线。该

段内的非线性明显，需经历多次迭代才能达到最终稳定值。然而损伤对固有振型的影响同样很

小，不管迭代多少步固有振型的形状不发生变化。 
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(a)a=40m/s2，f=231.57Hz                 (b)a=50m/s2，f=230.14Hz 
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(c)a=60m/s2，f=228.86Hz                  (d)a=70m/s2，f=227.43Hz 

图 3. 16 中间频率区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的固有振型变化曲线 

（3）高频区间： 

外激励位于高频率区间时，此时的外激励频率远大于固有频率值。图 3.17-图 3.20 分别给

出了外激励幅值为 40m/s2、50m/s2、60m/s2、70m/s2 的一些典型算例。图 3.17 给出了高频率区

间外激励作用下，单向 CMCs 悬臂梁自由端位移的变化曲线。由图可知，在该区间内，位移响

应均会随着迭代过程呈现递减的变化趋势，与图 3.8 中给出的示意图一致。这是因为该区间内
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的激振频率大于结构的初始固有频率，损伤会使得结构的固有频率进一步偏离激振频率，从而

使得位移响应越来越小。且对于每一个给定的载荷，产生的初始位移越大，代表造成的损伤越

大，最终的稳定位移值也越小。 
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         (c)a=60m/s2                               (d) a=70m/s2 

图 3. 17 高频区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的端部位移变化曲线 

该区间内的载荷同样会使得割线刚度的单调衰减，如图 3.18 所示。且产生的初始位移值越

大，刚度衰减得越多。 
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(c)a=60m/s2                              (d) a=70m/s2 

图 3. 18 高频区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的割线刚度变化曲线 

图 3.19 给出了高频区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的固有频率变化曲线，由图可知，

该区间内的固有频率同样呈现单调递减趋势。固有频率衰减程度与刚度衰减程度一致。 

0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1

225

226

227

228

229

230

231

232

233

234

235

236

237

238

239

240


1
/H

z

Iteration number

  
 

 f=234.91Hz

 f=235.07Hz

 f=235.23Hz

 f=235.39Hz

 f=235.55Hz

 f=235.71Hz

0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1
224

225

226

227

228

229

230

231

232

233

234

235

236

237

238

239

240


1
/H

z

Iteration number

  

 

 f=234.28Hz

 f=234.44Hz

 f=234.59Hz

 f=234.75Hz

 f=234.91Hz

 f=235.07Hz

 
(a)a=40m/s2                               (b)a=50m/s2 

0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1
223

224

225

226

227

228

229

230

231

232

233

234

235

236

237

238

239


1
/H

z

Iteration number

 

 

 

 f=233.80Hz

 f=233.96Hz

 f=234.12Hz

 f=234.28Hz

 f=234.44Hz

 f=234.59Hz

0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239


1
/H

z

Iteration number

 

 

 

 

 f=233.32Hz

 f=233.48Hz

 f=233.64Hz

 f=233.80Hz

 f=233.96Hz

 f=234.12Hz

 
(c)a=60m/s2                              (d) a=70m/s2 

图 3. 19 高频区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的固有频率变化曲线 

图 3.20 给出了该频率区间内的各激励载荷下，第一阶固有振型在迭代过程中的变化曲线。

与低、中频率区域相同，损伤对固有振型几乎不产生影响。 
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(a)a=40m/s2，f=234.91Hz                  (b)a=50m/s2，f=234.28Hz 
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(c)a=60m/s2，f=233.80Hz                  (d)a=70m/s2，f=233.32Hz 

图 3. 20 高频区间外激励作用下单向 CMCs 悬臂梁的固有振型变化曲线 

3.3.3.2 谐响应分析 

对于线性系统，常进行谐响应分析来确定结构在周期载荷作用下的稳态响应。线性材料在

给定的周期振动载荷作用下，稳态响应是固定值，所以谐响应分析得到的幅频特性曲线是单值

且稳定的。而非线性系统的稳态响应值会随着损伤而发生变化，稳态响应值的非线性变化会给

谐响应分析带来特殊的现象。3.3.3.1 节给出了单向 CMCs 悬臂梁在给定正弦振动载荷下的响应

计算过程，以此为基础进一步得到单向 CMCs 悬臂梁的谐响应分析结果。 

在给定的加速度幅值下，对不用频率的外激励载荷进行了非线性振动响应计算，并将各载

荷作用下的最终稳定位移值绘制成幅频特性曲线。图 3.21 中给出了外激励大小为 40m/s2、

50m/s2、60m/s2、70m/s2 时的结果。以图 3.21（a）为例进行说明，外激励大小给定为 40m/s2，

图中给出了不同外激励频率作用下历史最大位移曲线和最终稳定位移曲线。由图可知，在远离

共振频率的区域 1 和区域 3 内，由于产生的位移较小损伤可忽略不计，所以历史最大位移和最

终稳定位移值相同，此时材料表现为线性。而在区域 2 内，除了在初始固有频率下会产生位移

峰值，在低于初始固有频率的某些频率下也会产生较大的位移响应。这是由于损伤造成结构的

固有频率降低，使得某些载荷的频率与衰减后结构的固有频率相同从而造成新的位移峰值，也

就出现了图中的多峰且非线性区域。且在该区域内，历史最大位移越大代表损伤的程度越严重，

刚度衰减得越多，最终的稳定位移值也就越小。 
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(a)a=40m/s2                               (b)a=50m/s2 
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(c)a=60m/s2                               (d) a=70m/s2 

图 3. 21 单向 CMCs 梁的位移幅频特性曲线 

进一步绘制了悬臂梁固支端一单元的割线刚度随外激励频率的变化曲线，如图 3.22 所示。

图中给出的是弹性模量的初始值和最终值随外激励频率的变化曲线。由图可知，在区域 2 内割

线刚度受损伤影响均会下降。 
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(a)a=40m/s2                               (b)a=50m/s2 
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(c)a=60m/s2                               (d) a=70m/s2 

图 3. 22 单向 CMCs 梁的割线刚度随外激励频率的变化曲线 

由图 3.21 和图 3.22 可知，单向 CMCs 梁的谐响应分析结果中在初始固有频率附近会存在

非线性频率段，在该频率段内位移幅频特性曲线出现多峰现象，除了在初始固有频率处有位移

峰值，在低于初始固有频率处也会达到位移峰值，甚至产生更大的峰值。因此，在对非线性 CMCs

的动力学问题研究中，设计人员的关注点应由单一的固有频率值转变到一段频率区间，才能真

正探测共振响应并避免其发生。图 3.23 中绘制了单向 CMCs 的非线性频率区间与外激励幅值的

关系。由图可知，随着外激励的增大，非线性频率区间的下限值越来越小，上限值越来越大。

频率区间的上、下限值变化不仅受载荷增大造成的位移增大的影响还受刚度降低的影响。总的

来说，单向 CMCs 的非线性频率区间范围随着载荷的增大而增大。 
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图 3. 23 单向 CMCs 梁的非线性频率区间 

3.3.3.3 阻尼比讨论 

单向CMCs悬臂梁在a=20m/s2时进行扫频试验，得到的位移幅频特性曲线如图3.24所示[22]。

此时载荷较小，产生的位移也较小，可近似认为未产生损伤。扫频区间为 230Hz-250Hz，在第

一阶固有频率附近。根据此曲线读取位移峰值可知道一阶固有频率为 239.93Hz，进一步应用半
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功率带宽法可以计算得到一阶阻尼比为 0.0007。 
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图 3. 24 单向 CMCs 悬臂梁在低载下的位移幅频特性曲线 

而 Rayleigh 阻尼中系数的确定需要两阶的模态参数，本文选取不同的阻尼比进行了仿真计

算。两阶阻尼比 ζ1 和 ζ2确定后，可根据式（3.22）计算得到阻尼系数 α和 β。 

表 3. 5 单向 CMCs 梁计算的不同阻尼模型 

 ζ1 ζ2 α β 

Case1 0.0007 0.0008 1.53 2.52e-7 

Case2 0.0007 0.0009 1.44 2.94e-7 

Case3 0.0007 0.001 1.34 3.55e-7 

Case4 0.0006 0.001 1.01 3.49e-7 

Case5 0.0008 0.001 1.67 3.24e-7 

分别针对表 3.5 中的 5 个阻尼模型进行了数值仿真，图 3.25 中给出了特定载荷下的位移响

应（此处只给出了非线性频率区间内的一些典型响应）。 
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(a)a=40m/s2，f=231.73Hz                   (b)a=50m/s2，f=230.30Hz 
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(c)a=60m/s2，f=229.02Hz                   (d)a=70m/s2，f=227.59Hz 

图 3. 25 不同阻尼模型下单向 CMCs 的位移响应对比图 

由上图可知阻尼大小对位移响应的影响很小，且在迭代过程中位移的变化趋势并未改变。

进一步进行谐响应分析，将计算得到的非线性频率区间的范围绘制在图 3.26 中。同样可以得到，

阻尼大小对非线性频率区间范围的影响也很小。因此，本文在定性研究 CMCs 振动特性时，不

考虑初始阻尼参数的选取，单向 CMCs 悬臂梁的非线性振动响应计算仅以前两小节给出的结果

为例。 

38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72
80

85

90

95

100

105

110

115

120

125

130

135

140

In
te

rv
al

 r
an

g
e/

H
z

 

 

 

 Case1

 Case2

 Case3

 Case4

 Case5

a/(m/s
2
)  

图 3. 26 不同阻尼模型下单向 CMCs 的非线性频率区间范围对比图 

3.4 平纹编织 CMCs 悬臂梁算例 

3.4.1 平纹编织 CMCs 本构计算模型 

本节研究平纹编织 CMCs 悬臂梁的非线性振动。平纹编织 SiC/SiC 的弹性参数如表 3.6 所

示，这些参数同样代表着材料的无损伤状态。 

表 3. 6 平纹编织 CMCs 的弹性参数 

Ex/GPa Ey/GPa Ez/GPa Gxy/GPa Gxz/GPa Gyz/GPa υxy υxz υyz 

162.07 74.12 74.12 24.20 24.20 28.88 0.32 0.32 0.29 
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拟合后的单向拉伸试验曲线和图 2.4 中的试验曲线非常贴近。 
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图 3. 27 平纹编织 CMCs 单向拉伸试验曲线与拟合曲线对比 

拟合的平纹编织 CMCs 本构曲线可参数化表示为 
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   （3.35） 

同样只考虑材料拉伸方向的非线性以及假设材料受压时的线性。 

3.4.2 平纹编织 CMCs 悬臂梁模态的线性计算 

针对 2.3 节中的平纹编织 CMCs 悬臂梁，分别采用欧拉-伯努利梁模型、ANSYS 软件和自

编有限元计算程序来计算无损伤状况下平纹编织 CMCs 悬臂梁的固有频率，得到结果的如表 3.7

所示。 

表 3. 7 平纹编织 CMCs 悬臂梁无损伤状态下的固有频率 

固有频率 欧拉-伯努利梁模型 ANSYS 软件 自编有限元计算程序 

ω1/Hz 258.54 259.01 258.29 

ω2/Hz / 507.92 506.15 

ω3/Hz 1620.24 1610.00 1593.16 

上表中，三种方法计算出的固有频率之间误差不大，且与试验测得的第一阶固有频率

（256.44Hz）相近。选用 Solid186 单元，并根据 3.3.2.2 节中所讲原则合理地划分了网格。划分

网格后的平纹编织 CMCs 悬臂梁在长度方向上被划分成 10 份，在高度方向上被划分成 2 份，

和单向 CMCs 悬臂梁具有相同的单元数和自由度。 

3.4.3 平纹编织 CMCs 悬臂梁的非线性振动计算 
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3.4.3.1 给定振动载荷下的计算 

基于第二章中的试验规律，平纹编织 CMCs 属于模量退化材料，可以运用本文的动力学计

算有限元模型进行动力学仿真计算。对于给定的振动载荷，本节只给出了中间频率区间的一些

典型非线性响应结果。图 3.28-3.30 分别是外激励幅值为 60m/s2、70m/s2、80m/s2、90m/s2 的位

移、刚度及模态响应。 
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图 3. 28 中间频率区间外激励作用下平纹编织 CMCs 悬臂梁的端部位移变化曲线 
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图 3. 29 中间频率区间外激励作用下平纹编织 CMCs 悬臂梁的割线刚度变化曲线 
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(a)第一阶固有频率                        (b)第一阶固有振型 

图 3. 30 中间频率区间外激励作用下平纹编织 CMCs 悬臂梁的模态参数变化曲线 
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在非线性频率区间，虽然平纹编织 CMCs 悬臂梁的端部位移响应呈现非线性变化趋势，但

材料割线刚度及固有频率均在损伤影响下随着迭代过程逐渐降低。而固有振型受损伤的影响很

小，这与 3.3.3 节中的规律一致。 

3.4.3.2 谐响应分析 

基于 3.4.3.1 节中的计算结果，绘制第一阶固有频率附近的位移幅频特性曲线，如图 3.31

所示。 
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(a)a=60m/s2                               (b)a=70m/s2 
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(c)a=80m/s2                               (d)a=90m/s2 

图 3. 31 平纹编织 CMCs 梁的位移幅频特性曲线 

从上图中同样可以在区域 2 内观察到稳态位移响应的非线性变化及幅频特性曲线的多峰现

象。在该区域内的割线刚度受损伤影响发生不同程度的衰减，如图 3.32 所示。将图 3.31 和图

3.32 对比可知，位移响应值越大，刚度折减的越厉害。 
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(a)a=60m/s2                              (b)a=70m/s2 
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(c)a=80m/s2                              (d)a=90m/s2 

图 3. 32 平纹编织 CMCs 梁的割线刚度随外激励频率的变化曲线 

提取区域 2 的范围，绘制该频率区间上、下限与载荷幅值的关系，如图 3.33 所示。将图 3.23

和图 3.33 对比可知，虽然上、下限频率的变化规律相同，但是平纹编织 CMCs 梁的非线性频率

区间范围整体会小于单向 CMCs 梁。这是由于平纹编织 CMCs 本构的第一线性段较长，会在较

长的应变范围内保持材料的线性特性，从而使得非线性现象难以被激发。且平纹编织 CMCs 本

构曲线的中间非线性段范围小于单向 CMCs，所以平纹编织 CMCs 悬臂梁振动各响应的非线性

程度小于单向 CMCs 悬臂梁。 
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图 3. 33 平纹编织 CMCs 梁的非线性频率区间 
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3.5 本章小结 

本节研究内容及结论包括以下几点： 

（1）建立了考虑损伤的动力学计算有限元模型，编写了 C++计算程序。基于振型叠加法，

在每个迭代步根据材料的非线性应力-应变行为对每个单元进行实时的刚度折减。该法可以实现

CMCs 结构非线性稳态振动响应的快速预测。 

（2）不考虑损伤的影响，对 CMCs 悬臂梁进行了线性仿真，计算得到的固有频率和固有

振型结果用 ANSYS 软件进行了验证。 

（3）考虑损伤的影响，运用自编程序对 CMCs 悬臂梁进行了非线性仿真。对于给定的振

动载荷，分别在三个频率区间内揭示了损伤对 CMCs 悬臂梁稳态振动响应的影响，研究了位移、

割线刚度、固有频率和固有振型随损伤的变化。结果表明：损伤造成了位移的非线性变化，割

线刚度和固有频率随损伤的加剧而逐渐衰减，而损伤对固有振型的影响很小。固有频率的仿真

结果与试验中得到的变化趋势一致。进一步进行了谐响应分析，提出了非线性频率区间。该区

间内 CMCs 悬臂梁稳态振动响应非线性明显，且区间范围随载荷的增大而增大。 

（4）分别针对单向和平纹编织 CMCs 悬臂梁进行了仿真计算，得到的规律一致。平纹编

织 CMCs 梁稳态响应的非线性程度小于单向 CMCs 梁。这是由于平纹编织 CMCs 本构的非线性

段较短，且非线性段的初始应变值较大。 
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第四章 基于损伤的 CMCs 涡轮转子叶片振动仿真 

4.1 引言 

动力学问题中的另一主要研究对象是运动状态下的结构。本章节研究内容针对旋转状态的

CMCs 涡轮转子叶片，考虑材料损伤、旋转带来的本身惯性及气体冲击带来的振动载荷等多方

因素的影响。离心力、振动载荷作用下会给 CMCs 结构带来损伤，如前一章所述，损伤会造成

材料软化引起固有频率的降低，而离心力本身对结构有应力增强的作用。因此本章节研究了这

些因素耦合作用下 CMCs 涡轮叶片的稳态响应计算方法，将为 CMCs 旋转结构耐久性设计及应

用提供理论依据和技术支持。 

4.2 旋转叶片的动力学计算有限元模型 

4.2.1 旋转叶片有限元方程建立 

如图 4.1 所示，XYZ 是固定坐标系，xyz 是匀速转动的运动坐标系，动坐标系原点的位置向

量为{R0}。P点是动坐标系中的一点，其在动坐标系中的初始位置向量为{r0}。 

 

图 4. 1 转动结构示意图 

根据文献[87]，P 相对于动坐标系的瞬时位移向量为 

   =
T

U u v w                            （4.1） 

瞬时位移下，P 点的瞬时位置为 

           0 0 0 0

T T T
r x y z r U x y z u v w              （4.2） 

对式（4.1）求一阶导数获得瞬时速度为 

   =
T

U u v w                            （4.3） 
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转速矩阵[Ω]可以表示为 

   

0

0

0

z y

z x

y x

a a

n S n a a

a a

 
 

      
  

                    （4.4） 

上式中，n 是转动的角速度大小，ax, ay, az 是单位转速向量在 x, y, z 轴上的投影。 

若 xyz 坐标系原点选在转轴上，P 点产生的牵引速度为[Ω] {r}，则单元的动能通过积分得 

             
1

2 e

e

V
T U r U r dV                    （4.5） 

将式（4.1）-式（4.4）代入上式，化简得 

   

 

0 0

2

0 0

0 0

0

0

0

1 1

2 2

       

e e

e

T T

Te

V V

T

V

u u x u x u

T v v dV n y v S S y v dV

w w z w z w

u x u

n v S y v dV

w z w

 



        
       

          
               

   
   

    
      

 



      （4.6） 

3.2.1 节中提到有限元中位移的插值形式，将式（3.1）代入上式，进一步展开得 

           

                  

              

0 0

2

0 0

0 0

0

2 2

0

0

0

0

0

1 1

2 2

1
+ +

2

+

e e

e e

e e

T

T TeT ee

V V

T TT TeT eT e

V V

T TeT eT e

V V

x x

T a N N dV a n y S S y dV

z z

x

n a N S S y dV n a N S S N dV a

z

x

n a N S y dV n a N S N dV a

z

 

 

 

   
   

     
   
   

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

 

 

 （4.7） 

单元的应变能为 

    
1

2 e

T
e

L NL
V

V D dV V V                        （4.8） 

上式中 VL和 VNL分别是线性和非线性应变能。 

同时考虑到旋转带来的几何非线性问题使得几何变换矩阵也不再是线性的，则 

   d B d a                                （4.9） 

上式中的总几何变换矩阵[ B ]矩阵由两部分组成 

   0 L
B B B                               （4.10） 
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其中，线性变换阵[B0]与节点位移无关；非线性变换矩阵[BL]是节点位移的函数。 

将式（4.7）和式（4.8）代入拉格朗日方程 

     
 

d T T V
Q

dt a a a

   
   

    

                     （4.11） 

结合各关系式并对整个叶片按有限元法进行组装，最终获得旋转叶片的有限元控制方程为 

              +
e

T

G c c p
V

e

M a M a K a B dV Q Q            （4.12） 

上式中[M]可采用式（3.4）计算。[MG]是反对称陀螺阵，[Kc]是由于旋转引起的离心势刚度

阵，{Qc}是离心力向量，{Qp}是气动力向量。以上各矩阵由以下单元计算矩阵组装而成 

      2
e

Te

G
V

M n N S N dV                      （4.13） 

        2

e

e T T

c
V

K n N S S N dV                     （4.14） 

       
0

2

0

0

e

T Te

c
V

x

Q n N S S y dV

z



 
 

  
 
 

                   （4.15） 

     
e

e T

p
S

Q N P ds                           （4.16） 

式（4.13）中的反对称陀螺阵与转速 n 的一次方成正比，因数值较小一般被忽略。 

本文中模型绕 Y 轴旋转，如图 4.2 所示。 

 

图 4. 2 旋转叶片示意图 

则离心力的单元等效结点载荷可进一步写成 

       2

0

0
e

T Te

c
V

x

Q n N S S dV

R z



 
 

  
  

                  （4.17） 
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上式中，x 和 z 是单元的坐标值，可通过形函数插值得到。 

在旋转过程中，涡轮叶片受到燃烧室的高温高速气体力的冲击作用。气体力作为表面力作

用在叶片的外表面上。气体力沿叶片高度方向和弧长方向变化，将弧长分为若干段，可以计算

出叶片沿弧长的压力分布。气体力作用下表面单元的气体力密度由插值函数获得，如式（4.16）

所示。其中，{p}是分布的三个方向的气体力密度，表达式为 

   =
T

x y z
p p p p                          （4.18） 

在受载表面上，γ为常数，建立曲面局部坐标系 ξη，如图 4.3 所示。 

 

图 4. 3 曲面局部坐标系 

将气体力简化成垂直于表面的载荷，且载荷密度是 p0。则式（4.18）可转化成 

   0
=p p e                            （4.19） 

上式中{e}是表面单位法向气体力矢量，则 

   
T

x y z

r r
e ds d d R R R d d   

 

  
   

  
           （4.20） 

其中，Rx Ry, Rz 由下式计算得到， 

x y z

y z z x x y

R R R
y z z x x y

     

     

     

     
  

     

     

， ，            （4.21） 

将式（4.19）-式（4.21）代入式（4.16）即可计算得到气体力的等效载荷向量。 

4.2.2 旋转叶片平衡位置计算 

式（4.12）中的位移可以写成如下形式 
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     = +a a a                            （4.22） 

上式表示位移由两部分组成：{ a }是与时间无关的位移量，在离心力作用下表示节点从初

始位置变形到平衡位置的位移值；{Δa}是与时间相关的位移小量，是由振动引起的在平衡位置

附近的微幅振动。对于静力学问题，叶片承受离心力载荷并忽略振动载荷的作用，此时{Δa}=0，

{ a }  0，即 

   =a a                               （4.23） 

其对时间的一阶、二阶偏导均为 0，即 

     = = 0a a                            （4.24） 

将上式代入总控制方程（4.12），得到静力学分析的平衡方程为 

        +
e

T

c p c
V

e

B dV Q Q K a                    （4.25） 

上式等号左边项对应于结构因虚应变所产生的内力，记等号右边项为作用的外力{R}。在

小变形范围内，上式可以转换成线性系统的静力学控制方程，而在大变形范围内，无法忽略几

何非线性问题。通常可采用牛顿-拉斐逊法求解式（4.25）。记内力与外力的向量和为{ψ}，即 

     =
e

T

V
e

B dV R                       （4.26） 

对{ψ}取微分，可得 

     = +
e e

T T

V V
e e

d d B dV B d dV                      （4.27） 

几何变换矩阵的微分形式可由方程（4.10）得 

 L
d B d B                                （4.28） 

结合式（4.9）得到应力的微分形式为 

         d D d D B d a                           （4.29） 

将式（4.28）和式（4.29）代入式（4.27），化简得 

       

     

= +

                    = +

e e

e

T T

L
V V

e e

T T

L
V

e

d d B dV B D B dVd a

d B dV K d a

 



      

  

  


         （4.30） 

上式中的总体刚度矩阵[ K ]可进一步通过计算得到 

   0
e

T

L
V

e

K B D B dV K K                             （4.31） 

其中，[K0]表示由小位移引起的线性刚度矩阵，[KL]表示由大位移引起的大变形刚度矩阵。
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将式（4.10）代入式（4.31）可以得到 

      0 0 0
e

T

V
e

K B D B dV                      （4.32） 

                 0 0
e

T T T

L L L L L
V

e

K B D B B D B B D B dV          （4.33） 

式（4.30）等式右边的第一项同样可以等效为 

       =
e

T

L
V

e

d B dV K d a                     （4.34） 

上式中，[Kσ]是关于应力水平的对称矩阵，称为初应力矩阵/几何刚度矩阵。综上所述，将

式（4.31）、式（4.34）带入式（4.30）可以得到 

          0
=

L
d K K K d a                      （4.35） 

其中定义切线刚度矩阵为 

       0
=

T L
K K K K                         （4.36） 

叶片在离心力作用下，产生垂直于旋转轴的位移值并最终形成新的平衡位置。区别于线性

系统的静力学方程，旋转叶片的控制方程中还增添了大变形刚度矩阵、离心势刚度阵和几何刚

度阵。牛顿-拉斐逊法具体的迭代步骤为： 

a）选取初始位移{a}0=[K0]
-1({Qc}+{Qp})，并计算[Kc]； 

b）根据位移值计算出[ B ]和{σ}，并根据式（4.26）计算出内外力之和{ψ}1； 

c）依次计算[Kσ]、[KL]，确定切线刚度矩阵[KT]； 

d）运用下式计算位移修正值 

     
1

1T
a K 


                            （4.37） 

得到第二次近似值为{a}1={a}0+Δ{a}。 

e）重复步骤 b-d，{ψ}n 足够小时计算收敛。 

迭代结束后，可以得到总增量刚度矩阵为 

         0 L cn n
K K K K K                        （4.38） 

将计算得到的[K]代入式（3.18）即可确定旋转状态下叶片的固有模态。 

4.2.3 三维非线性单元 

3.2.2 节中所讲的二十节点三维单元的各计算公式，针对的是线性单元。而旋转态计算中需

要考虑几何非线性，因此本节给出 4.2.1-4.2.2 节所需的非线性单元计算公式。根据文献[88]，首

先以变形前的坐标作为自变量用拉格朗日插值法来定义非线性应变，即 
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               （4.39） 

若发生的位移非微小量，则非线性应变不能被忽略，可以进一步表示为 
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式中 
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                       （4.41） 

对非线性应变{ L
 }求微分，得 

         
1 1

2 2
L

d d H H d                       （4.42） 

矩阵[H]和向量{θ}具有如下性质 

       =d H H d                          （4.43） 
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将上式代入式（4.42）中，可得 

     L
d H d                            （4.44） 

向量{θ}可以用形函数 N 和单元节点位移列阵{a}e表示，以如下形式表示 

    
e

G a                              （4.45） 

对于 20 节点三维单元，矩阵[G]={[G1]  [G2]  …   [G20]}，其中 
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      （4.46） 

将式（4.45）代入式（4.44）可以得到 

      
e

L
d H G d a                          （4.47） 

将上式与式（4.9）结合，可得非线性变换矩阵[BL]的计算式为 

    =
L

B H G                             （4.48） 

顺利求出[BL]后，大变形刚度矩阵[KL]可随之确定。进一步求解初应力矩阵，由式（4.34）

可得 

             =
e e

T T T

L
V V

e e

K d a d B dV G d H dV             （4.49） 

上式中，d[H]T{σ}可由下式给出 
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         （4.50） 

式中，I3 是三阶单位矩阵，矩阵[M]是应力相关的九阶矩阵。将式（4.50）代入式（4.49），

得到几何刚度矩阵[Kσ]的表达式为 

      
e

T

V
e

K G M G dV                      （4.51） 

4.3 离心力对 CMCs 叶片固有振动特性的影响 

在发动机运转时 CMCs 叶片承受着很大的离心力，在离心力作用下叶片不断趋于平衡位置，

弹性恢复力不断增强。因此，叶片旋转状态下的各阶固有频率会比静止状态下的高，我们无法

忽略离心力对叶片模态的影响。 
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4.3.1 Workbench 进行预应力模态分析 

叶片在离心载荷作用下，产生的应力会影响固有模态。因此，需要在模态分析时考虑预应

力的影响。预应力分析需要先进行静力学分析，将得到的预应力组装应力刚度矩阵，并修改模

态方程。本节首先不考虑材料损伤的影响，运用 Workbench 软件进行预应力模态计算，按如下

步骤进行： 

（1）搭建项目分析流程： 

从工具箱中拖动 Geometry 组件系统至 A 单元格中，从工具箱中拖动 Static Structural 分析

系统至 Geometry 组件系统的 A2 单元格上，从工具箱中拖动 Modal 分析系统至 Static Structural

分析系统的 B4 Model 单元格上，此系统用于模态分析。从工具箱中拖动 Modal 分析系统至 Static 

Structural 分析系统的 B6 Solution 单元格上，此系统用于预应力模态分析。项目分析流程如下图

所示 

 

图 4. 4 Workbench 预应力模态分析流程图 

（2）设置材料参数： 

新建单向 CMCs 材料，按 3.3.1 节的数据设置材料属性，不考虑损伤的影响。 

（3）导入模型并划分有限元网格： 

从 A2 单元格中导入涡轮叶片模型，如图 4.5（a）所示。叶片在长度方向尺寸为 0.07882m，

宽度方向尺寸为 0.0326m，总体质量为 1.6463 10-2kg。双击 B4 Model 单元格，进入 Mechanical。

进行网格划分设置获得二十节点六面体网格，如图 4.5（b）所示。CMCs 叶片有限元模型共计

包含 1134 个单元，6041 个节点。 
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（a）CMCs 涡轮叶片模型             （b）CMCs 涡轮叶片有限元模型 

图 4. 5 CMCs 涡轮叶片模型图和有限元模型图 

（4）模态分析： 

给叶片根部施加固支约束，并设置求解 6 阶模态。此时得到的静止状态下的模态结果，固

有频率列在表 4.1 中： 

表 4. 1 静止状态下 CMCs 涡轮叶片的前六阶固有频率 

 ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 

固有频率/Hz 1864.2 3031.6 5655.5 6253.8 8156.9 8788.8 

各阶固有振型如下图所示： 

 
（a）第 1 阶固有振型                     （b）第 2 阶固有振型 

 
（c）第 3 阶固有振型                     （d）第 4 阶固有振型 
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（e）第 5 阶固有振型                     （f）第 6 阶固有振型 

图 4. 6 静止状态下 CMCs 涡轮叶片前六阶固有振型图 

（5）预应力模态分析： 

叶片旋转半径 R0 为 0.22603m，据此创建局部坐标系。首先进行静力分析设置，设置边界

约束条件，并设置叶片绕局部坐标系的旋转速度为 9549.3r/min。进一步进行预应力模态分析设

置，求解出 6 阶模态。离心力作用下叶片的模态结果如下： 

表 4. 2 n=9549.3r/min 时 CMCs 涡轮叶片的前六阶固有频率 

 ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6 

固有频率/Hz 1900.5 3060.2 5709.8 6265.4 8186.5 8832.5 

对比表 4.1 和表 4.2 可知，在离心力作用下叶片的各阶固有频率均增大。图 4.7 中给出了前

6 阶振型图。 

 
（a）第 1 阶固有振型                     （b）第 2 阶固有振型 

 
（c）第 3 阶固有振型                     （d）第 4 阶固有振型 
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（e）第 5 阶固有振型                     （f）第 6 阶固有振型 

图 4. 7 n=9549.3r/min 时 CMCs 涡轮叶片前六阶固有振型图 

对比图 4.6 和图 4.7 可知，扭转的叶片和等截面梁相比呈现出了复杂的各阶固有振型，而离

心力对固有振型的影响很小。 

基于以上步骤，进一步在不同的转速下计算模态响应。得到的固有频率结果如下表所示： 

表 4. 3 不同转速下 CMCs 涡轮叶片的前六阶固有频率 

n/(r/min) ω1/ Hz ω2/Hz ω3/Hz ω4/Hz ω5/Hz ω6/Hz 

0 1864.2 3031.6 5655.5 6253.8 8157.0 8788.8 

1909.86 1865.7 3032.7 5657.6 6254.2 8158.2 8790.5 

3819.72 1870.1 3036.2 5664.2 6255.6 8161.8 8795.8 

5729.58 1877.4 3041.9 5675.1 6257.9 8167.8 8804.5 

7639.44 1887.5 3050 5690.3 6261.2 8176 8816.7 

9549.30 1900.5 3060.2 5709.8 6265.4 8186.5 8832.5 

11459.16 1916.2 3072.6 5733.4 6270.5 8198.9 8851.7 

13369.02 1934.5 3087.2 5761.2 6276.5 8213.2 8874.4 

上表中，转速为 0 的状态，即叶片的静止状态，该状态下叶片的固有频率称为静频 ω0；而

叶片在旋转状态下的固有频率称为动频 ωd，其是转速的函数。在工程实际中，动频和静频常有

如下关系 

2

2 2

0
60

d

n
B 
 

   
 

                        （4.52） 

上式中，各阶动频和静频的单位是 Hz，转速 n 的单位是 r/min，B 是与叶片及盘相关的动

频系数。因此，根据表 4.3 和式（4.52）并运用 Origin 线性拟合，可得到各阶动频对应的动频

系数 B，如表 4.4 所示。 

表 4. 4 各阶动频对应的动频系数 B 

 第 1 阶 第 2 阶 第 3 阶 第 4 阶 第 5 阶 第 6 阶 

B 5.38556 6.86128 24.32186 5.72761 18.71967 30.42568 

表 4.3 中各阶动频随着转速的增大而增大，但是增长速率却不相同。根据表 4.3 中数据可计

算得到各阶动频相对于静频的增长率，如下图所示： 
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图 4. 8 CMCs 叶片各阶动频相对于各阶静频的增长率 

由图可知，随着转速的增大，动频相对于静频的增长率越大，这是因为离心力与转速的平

方成正比，转速对离心力的影响明显，加强了离心力的应力强化作用。但在同一转速下，各阶

动频的增长率并不相同，其中第一阶动频的增长率最大，而第四阶动频的增长率最小。这是因

为第一阶振型对应叶片的弯曲振动，旋转半径发生较大变化，增强了离心力的作用。而第四阶

振型对应叶片的扭转振动，旋转半径变化较小，离心力对叶片固有特性的影响较小。 

4.3.2 自编有限元程序进行预应力模态分析 

本小节基于有限元中的材料非线性和几何非线性原理、动力学计算方法（如 3.2 节和 4.2

节所述），编写了适用于 CMCs 旋转件稳态响应计算的 C++程序。首先采用自编有限元程序对

CMCs 叶片进行了预应力模态分析，同样不考虑损伤的影响将计算结果与 Workbench 软件计算

结果进行对比。本文在较宽的转速范围内进行了预应力模态分析计算，图 4.8 中给出了

Workbench 与自编程序计算出的第一阶固有频率对比图。 
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图 4. 9 不同转速下自编程序和 Workbench 计算出的 ω1 对比图 
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由图可知，随着转速的增大，CMCs 叶片的第一阶固有频率也逐渐增大。叶片的动频是与

转速成正相关的变量，说明离心力的刚度增强作用明显。而自编有限元程序与 Workbench 的计

算结果相比误差较小，在低转速时有最大误差 0.36%。因此，验证了自编有限元程序进行预应

力模态计算的可行性。 

4.3.3 考虑材料非线性的预应力模态分析 

4.3.1 节和 4.3.2 节中讨论的是离心力对线性材料的刚度增强作用，引起了固有频率的增大。

但是 CMCs 在载荷作用下损伤常常造成刚度的衰减，固有频率会随着损伤而衰减。因此，旋转

叶片的固有频率受到离心力和材料损伤的耦合作用，若忽略损伤影响而将 CMCs 理想化成线弹

性材料必会得到不准确的仿真结果。本节综合考虑了离心力的刚化和材料的软化作用，在牛顿-

拉斐逊法的每一迭代步中根据位移响应实时对每个单元进行不同程度的刚度折减，并在下一个

迭代步中更新材料参数，从而进行考虑材料非线性的预应力模态分析。计算结果如下图所示 
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图 4. 10 考虑材料非线性计算出的 ω1与转速的关系图 

由上图可知，在低转速时线性材料和非线性材料计算出的 ω1相同，而在高转速时非线性材

料计算出的 ω1 会略低于线性材料的计算值。这是因为在转速较低时，叶片在离心力作用下被拉

长的效果不明显，产生的位移相对较小从而造成的材料损伤也较小。此时，离心力的刚化作用

起主导作用。而高转速下，大变形使得材料受损的程度加剧造成 ω1 值有所降低，但是 ω1 随转

速增大而增大的关系不发生改变，可以理解为在高转速下材料软化作用削弱了离心力的刚化作

用。 

4.4 振动载荷对 CMCs 叶片固有振动特性的影响 

4.4.1 激振力 

除了离心力，叶片还承受着交变振动载荷。载荷的长期作用后，叶片疲劳产生裂纹从而达
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到寿命极限。因此，对振动载荷下叶片的行为研究是进行叶片寿命预测的必要环节。目前，对

于转子叶片振动响应的数值计算还很难实现，这是因为发动机中叶片激振力的来源复杂。主要

可分为两类：一类激振力来源于机械之间的力传递，叶片通过榫头安装在涡轮盘的榫槽上，轮

盘的振动会给叶片传递振动载荷；另一类激振力来源于气动力载荷，气流流经叶片、冲击叶片

并造成叶片表面压强变化，这是激振力的主要来源。因此本节主要研究气动激振力对 CMCs 叶

片固有振动特性的影响。对于涡轮转子叶片而言，气动激振力主要是障碍物尾流激振的作用。

来自火焰筒的气流在冲击叶片之前，会流经火焰筒、进气柱等障碍物，从而造成了火焰筒出口

流场的不均匀性。气流经过这些障碍物时能量受损，速度、压强等参数均会降低。处于障碍物

尾迹区的涡轮叶片受力自然减小，而非尾迹区内的叶片受力不发生变化。 

 

图 4. 11 一个障碍物后各参数变化示意图 

如上图所示，环形气流通道存在一个障碍物，经过该障碍物后的总气流力包含两部分：1）

定常气动力，作为静力不会叶片产生振动；2）局部变化的气动力，该冲击力将在旋转时冲击所

有叶片。即在转速 n(r/min)之下，每个叶片都受到频率为 nω(rad/s)的脉冲力作用。因此，气动力

可表示为如下形式 

     0 1 1 2 2
cos cos 2F t F F n t F n t                   （4.53） 

其中 

2 / 60n n                             （4.54） 

式（4.53）说明一个局部脉冲力是一个常力和各频率的简谐力之和。各简谐力的频率是 nω

的倍数，所以这些力被称为倍频力。若发动机涡轮叶片前均布 Z 个障碍物，则气体激振力可表

示为 

     0 1 1 2 2
cos cos 2F t F F Zn t F Zn t                 （4.55） 

当以上激振力的频率与叶片的固有频率相同时共振发生，由上式可计算得到共振频率发生

在激振力频率为 
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=       1,2,3
60 60

e

n n
KZ S K

   
    

   
               （4.56） 

上式中激振力的频率 ωe的单位是 Hz，共振时应满足 ωe=ωd。将式（4.56）、（4.52）结合，

可计算叶片共振时对应的转速为 

0

2 2

60
crn

K Z B





                        （4.57） 

上式表明涡轮叶片的共振转速除了与叶片本身的静频相关，还受上游障碍物数量的影响。 

4.4.2 叶片共振分析 

基于 4.3 节计算的各阶静频 ω0 和动频系数 B，结合式（4.57）可获得激发各阶共振的临界

转速，如图 4.11 所示。图中给出了不同障碍物下，各阶共振转速与倍频数的关系。由图可知在

固定数目的障碍物下，低转速下的各阶共振易由高频的谐振力激发，而高转速下的各阶共振则

易由低频的谐振力激发。障碍物的数目越多，叶片的各阶共振转速越低。且对于相同数目的障

碍物和相同频率的简谐激振力，阶数越高，激发该阶共振的转速越高。 
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（a）第 1 阶                             （b）第 2 阶 
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（c）第 3 阶                             （d）第 4 阶 
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（e）第 5 阶                             （f）第 6 阶 

图 4. 12 激发各阶共振的临界转速 

同样也可通过 Campbell 图来判断叶片是否发生共振。Campbell 图由自振频率线和倍频线组

成：自振频率线是动频随转速的变化曲线；倍频线从原点出发，是倍频力频率随转速的变化曲

线。 
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图 4. 13 CMCs 叶片 Campbell 图 

图 4.13 绘制了 CMCs 叶片一阶自振频率线与六条倍频线的曲线图，其中自振频率线与倍频

线交点对应的转速即为叶片的共振转速。8~12 倍频力对应的共振转速分别为 14562.7r/min、

12891.6 r/min、11459.2 r/min、10504.2 r/min、9549.3r/min；线性材料计算出 7 倍频力对应的共

振转速为 16950 r/min，而考虑损伤影响后共振转速降低到 16870.4 r/min。 

4.5 本章小结 

本节研究内容及结论包括以下几点： 
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本节给出了 CMCs 涡轮叶片在离心力载荷和振动载荷下的响应计算，发现了材料的非线性

会削弱离心力对刚度的增强作用。 

（1）建立了考虑损伤的旋转件动力学计算有限元模型，编写 C++计算程序。基于牛顿-拉

斐逊法，在迭代步中考虑材料损伤的影响。该法可以实现 CMCs 旋转件在离心力、振动载荷作

用下的稳态响应计算。 

（2）研究了离心力载荷对 CMCs 叶片固有振动特性的影响。不考虑损伤的影响，运用自

编程序对 CMCs 涡轮转子叶片进行了线性仿真，计算得到的叶片动频结果用 Workbench 软件进

行了验证。结果发现离心力对 CMCs 叶片起应力强化作用，固有频率随转速显著增加，固有振

型变化不大。进一步考虑损伤带来的材料软化的影响，发现 CMCs 叶片动频主要受离心力影响，

材料软化在转速较大时才会削弱离心力的刚化作用。 

（3）研究了振动载荷对 CMCs 叶片固有振动特性的影响。主要考虑障碍物尾流激振引起

的气动激振力，将气动激振力简化成常力和倍频力之和。运用动频的计算结果绘制了 CMCs 叶

片的 Campbell 图。发现材料损伤会在一定转速区间内使得共振转速减小。 
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第五章 全文总结 

5.1 主要工作和结论 

本文分别针对陶瓷基复合材料典型构件（悬臂梁）和旋转件（涡轮叶片）进行了稳态振动

响应计算，研究了损伤对响应的影响规律。主要工作和结论如下： 

（1）开展了平纹编织 CMCs 的本构拉伸试验和平纹编织 CMCs 悬臂梁的振动试验。 

材料的非线性本构行为要求在动力学分析过程中考虑材料损伤的影响。单向拉伸试验获得

了平纹编织 CMCs 的应力-应变曲线，将用于建立宏观本构计算模型。同时，对平纹编织 CMCs

悬臂梁进行了扫频振动试验，其非线性振动特性主要体现在两方面：a）模态参数的变化，固有

频率随着损伤的产生不断衰减，而模态阻尼比呈现出了增长的趋势来抑制振动。固有频率的衰

减带来了位幅频特性曲线的左移现象。b）位移幅频特性曲线的多峰现象，位移会在多处频率处

达到峰值。振动试验规律用于指导动力学理论计算模型的建立。 

（2）基于损伤对 CMCs 悬臂梁结构进行了非线性稳态振动响应计算。 

首先编写了非线性动力学计算程序，在振型叠加法中实时考虑损伤进行刚度的折减，可对

CMCs 结构进行非线性稳态振动响应的快速预测。不考虑材料损伤的影响，CMCs 悬臂梁的仿

真结果和 ANSYS 的计算结果一致，验证了自编程序的可行性。进一步，在给定振动载荷下研

究了损伤对 CMCs 悬臂梁稳态响应的影响，结果表明：随着损伤程度的增加，割线刚度和固有

频率逐渐衰减，固有振型变化不大，而位移响应出现非线性变化。固有频率的变化趋势与试验

规律一致。进一步，在谐响应分析中提出了非线性频率区间。该区间内 CMCs 悬臂梁稳态振动

响应非线性明显，且区间范围受损伤影响。进一步，单向和平纹编织 CMCs 悬臂梁的仿真结果

得到的规律一致，而平纹编织 CMCs 梁稳态响应的非线性程度小于单向 CMCs 梁。这是由于平

纹编织 CMCs 本构的第一线性段较长，且非线性段较短。 

（3）基于损伤对 CMCs 涡轮叶片进行了振动仿真计算。 

首先编写了适用于旋转件的非线性动力学计算程序，基于牛顿-拉斐逊法考虑了材料损伤的

影响，可实现 CMCs 旋转件在离心力、振动载荷作用下的稳态响应计算。不考虑材料损伤的影

响，CMCs 叶片的动频与转速成正比，仿真结果和 Workbench 的计算结果一致，验证了自编程

序的可行性。进一步，考虑损伤带来的材料软化的影响，发现转速较大时材料软化会削弱离心

力对刚度的增强作用，造成动频的降低。进一步，考虑障碍物尾流激振引起的气体力作用，将

计算的动频线结合倍频线绘制了 CMCs 叶片的 Campbell 图，发现材料损伤会在一定转速区间内

使得共振转速减小。 
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5.2 研究展望 

本文实现了稳态振动响应的快速计算，可从以下几个方面进一步地优化模型： 

（1）CMCs 的非线性行为不仅表现在变刚度还表现在迟滞行为中，可在仿真模型中进一步

考虑迟滞行为的影响。 

（2）本文将 CMCs 叶片简化成端部固支约束，可进一步讨论榫头、榫槽对振动特性的影

响。 

（3）航空发动机中的 CMCs 结构还会承受高温，可在接下来的研究中考虑高温载荷对

CMCs 结构振动响应的影响。 
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